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AVANT-PROPOS DE LA 3° ÉDITION RUSSE 


Cet ouvrage expose les bases de l'analyse complexe multidimen- 
sionnelle, i.e. la théorie des fonctions holomorphes de plusieurs 
variables complexes, des applications holomorphes et des sous-varié- 
tés de l’espace complexe. Certaines des idées à peine esquissées 
dans la première partie sont développées jusqu’à la fin. 

L'analyse complexe multidimensionnelle est une science bien 
plus jeune au regard de l’analyse complexe à une dimension. Si l’on 
fait exception des travaux de G. Jacobi (1830 et 1857) et de M. Di- 
don (1873) qui mettent en jeu des fonctions de deux variables com- 
plexes et des intégrales de ces fonctions ainsi que des travaux de Ch. 
Hermite (1852) et J. Sylvestre (1854 et 1857) consacrés à la résolution 
de systèmes d'équations non linéaires à plusieurs inconnues, l’origine 
de l'analyse complexe multidimensionnelle remonte à l’année 1879, 
date à laquelle apparaît le travail de K. Weierstrass Certains théorè- 
mes relatifs à la théorie des fonctions analytiques de plusieurs variables. 
L'autre fondateur de l'analyse complexe multidimensionnelle est 
Henri Poincaré (1854-1912) qui en 1883 publia un travail dans lequel 
il prouvait qu’une fonction localement rationnelle de deux variables 
est le rapport de deux fonctions entières (ce résultat fut généralisé 
aux fonctions d’un nombre arbitraire de variables en 1895 par son 
disciple P. Cousin). La même année il entreprit l'étude, en commun 
avec E. Picard, des sous-variétés algébriques de l’espace complexe. 
En 1886 et 1887 Poincaré étendit le théorème fondamental de Cauchy 
aux fonctions de deux variables et jeta les bases de la théorie multi- 
dimensionnelle des résidus. 

L'analyse complexe multidimensionnelle a commencé à s'épanouir 
au début du siècle. En 1907 Poincaré publie un travail qui préludait 
à l’étude des applications biholomorphes de domaines de l’espace 
complexe. Les recherches de F. Hartogs sur le prolongement analyti- 
que des fonctions de plusieurs variables ainsi que celles de E. Levi 
datent de la même époque. 

Mais par la suite et pour une période assez durable les problèmes 
multidimensionnels de l'analyse complexe sont boudés par les 
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mathématiciens à l'exception d’une petite caste de spécialistes de la 
théorie des fonctions complexes. | 

Un tournant décisif s’opéra dans les années 60: les problèmes 
multidimensionnels commencent à attirer l'attention des mathéma- 
ticiens et des physiciens. L’une des raisons réside probablement dans 
les travaux effectués par E. Cartan, K. Oka et autres pour établir 
un lien entre les problèmes de l’analyse complexe multidimensionnel- 
le et l’algèbre, la topologie et la géométrie algébrique. Une autre rai- 
son est à chercher dans les applications de la théorie des fonctions 
de plusieurs variables complexes à la théorie quantique du champ 
découvertes par M. Bogolioubov, V. Vladimirov, R. Jost et A. Weit- 
man dans les années 50. 

L'analyse complexe multidimensionnelle entre dans une nouvelle 
phase de son épanouissement, une phase qui dure encore. Les résultats 
aussi bien classiques que nouveaux ont trouvé d'innombrables 
applications en analyse, en géométrie différentielle et algébrique et 
particulièrement en physique mathématique. La maîtrise des élé- 
ments de l'analyse complexe multidimensionnelle est devenue une 
nécessité pour les spécialistes de nombreuses branches mathémati- 
ques. 

Cet ouvrage a son origine dans les cours spéciaux de théorie des 
fonctions et d'analyse fonctionnelle faits à l'Université d'Etat de 
Moscou. Je tiens à exprimer ma profonde gratitude à mes amis et 
mes élèves dont les judicieux conseils m'ont beaucoup aidé dans la 
préparation de cet ouvrage. 

| B. Chabat 
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CHAPITRE PREMIER 


FONCTIONS HOLOMORPHES 
DE PLUSIEURS VARIABLES 


La difficulté majeure qu'éprouve semble-t-il le débutant en pas- 
sant à l'étude des fonctions de plusieurs variables complexes est 
l'absence de représentations géométriques suggestives et simples. 
C'est pourquoi on signalera d'emblée les particularités de l’espace 
complexe et on décrira de nombreux domaines élémentaires de cet 
espace. 


$ 1. Espace complexe 


4. Espace C". Considérons un espace euclidien R°" de dimension 
paire 2n dont les points sont des 2”"-uples de nombres réels (zx,, . .. 
- : Ton). Structurons-le en espace complexe en possant z, = x, -+ 
+ iTZniy (V—=1,..., n). On posera souvent x,,, — y,, de sorte 
que 2, — zy + iy, (v — 1, ..., n). On appellera espace complexe 
à n dimensions et on désignera par C” un espace dont les points sont 

les n-uples 
2 = (Ci ::.,2;) (1) 


de nombres complexes. Pour r = 1, en particulier, on obtient le plan 
complexe C. L’espace C” est le produit direct de z plans 


C=CX 0 
(2) 


n fois 


Donc les points de l'espace complexe C” sont ceux de l’espace 
réel R°”". Mais la structuration de R°” en espace complexe introduit 
une asymétrie: les coordonnées ne jouent pas toutes le même rôle 
(par exemple, z, et x, +, forment le nombre complexe z,, alors que x, 
et zx. ne peuvent pas en former). 

L'espace C” peut être muni naturellement d’une structure 
d'espace vectoriel sur le corps C ; l'addition et la multiplication par 
un scalaire complexe À portent sur les coordonnées : z + w = (z, + 
HW, ..., Zn + Wn), Àz = (Àz,, ..., ÀAzh). On écrit parfois z € C” 
sous la forme z — x + iy, où x = (x, . .., r,)et y = (y,, - . ., yh) 
sont des vecteurs de R”. L'espace R”" (r) composé des vecteurs de la 
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forme z = x + i0 s'appelle sous-espace réel de C” (pour nr = 1 c'est 
la droite réelle). 


Sur C” est défini le produit scalaire hermitien 


Gu)= Ÿ zu, (5) 
avec les propriétés évidentes 


(w, z) = (z, w), (Az, w) = À (z, w) (&) 


pour tout À EC. Siz, = x, + irh+, et w, = u, + iu,:,, on a en 
vertu de (3) 


n 
(2. w) Fr à TU, +1 à (Tn+vl y — TyUn+v): 


d'où il vient que la partie réelle Re (z, w) d’un produit scalaire 
hermitien est le produit scalaire euclidien de z et w traités comme des 
vecteurs de R?". La partie imaginaire Im (z, w) change de signe par 
permutation de z et w et s’annule pour z = w: 

en LL 


Ga=2Za où 1P= 21 65) 
v=1 v=1 

est le carré de la longueur euclidienne (le module) de z traité comme 
un vecteur de R°?’. Signalons encore une relation évidente 
Im (z,w) = Re (z, iv). 

Un hyperplan réel de C” contenant un point z° est un ensemble de 
points z tels que le vecteur z — z° soit R-orthogonal à un vecteur 
fixe a 0 

Re(z—2,a) —0 ou Relz, a) = $, (6) 


où B est une constante réelle. Tout hyperplan se décompose en plans 
de codimension réelle 2: 


(z, a) = b, (7) 


où b = $ + if’, et BP’ est un réel arbitraire *). Les plans d'équations 
(i) s'appellent hyperplans complexes de C”. 

Soient donnés maintenant k< 2n vecteurs ak € C" linéairement 
indépendants sur R ; l’ensemble des points z € C”" défini par le sys- 
tème de À équations réelles 


Re (z, a) =6$,, u—=1,...,k, (8) 
s'appelle plan réel de codimension k ou de dimension m — 2n —k 
(pour À = 2n c'est un point). Si les vecteurs a! sont linéairement 


*) En effet, l'équation complexe (7) équivaut à deux € sat réelles : 
Re (z, a) = f, Im (z, a) = $’. La première équation est confondue avec (6), 
la seconde peut être mise sous la forme Re (z, ia) — $’, donc elle définit un 
hyperplan réel, visiblement distinct de (6). 
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indépendants sur C (ils sont alors en nombre k< nr), l’ensemble 
décrit par le système d'équations complexes 


G, a)=b, p—1,... 8, (9) 


s'appelle plan complexe de codimension k ou de dimension m =n—k. 
Ce plan est de codimension réelle 2%, puisque le système (9) peut 
être écrit sous forme de 24 équations réelles affines Re (z, Es = 
= Re b,, Re (2, ia!) = Im b, et les vecteurs a! et ia (u = 1, ., k) 
sont linéairement indépendants sur KR. 

Mais tout plan IC C” de codimension réelle paire n'est pas 
nécessairement plan complexe: ceci traduit l’asymétrie engendrée 
par la structuration complexe. On dispose d’un critère simple pour 
les plans contenant le point z — 0: un plan II 3 0 est complere si et 
seulement si pour tout z € II le vecteur iz € II. 

La condition nécessaire est évidente, car l’équation (z, a“) — 0 
entraîne (iz, ak) = 0. Réciproquement, si II vérifie cette relation, de 
z: € I il résulte que (&« + ix’) z € II pour tous &, &«’ ER, i.e. IL est 
un sous-espace complexe de C”. Si dans l’orthocomplément de II (pour 
la métrique hermitienne de C") on choisit une base a!, ..., a“, 
l'appartenance de z à II est exprimée par les équations (z, ah)=0, 
u — 1, ..., k, or ceci signifie que II est un plan complexe. 


Exemple. Le plan II, = {z € C?: z, = z,} est complexe, car de 
2, = 2, il s'ensuit que iz, — iz.. Le plan IL = {z € C: z = 2}, 
qui est de même dimension réelle 2 que II,, n’est pas complexe, car 
si 2, — 2», alors iz, 5 iz, pour 2. æ 0. 


Signalons que, contrairement aux hyperplans, les plans réels de 
codimension .À => 1 ne contiennent pas nécessairement des plans 
complexes (non triviaux). Si II contient 0, le plan complexe II II 
de dimension maximale est visiblement l’intersection de II avec le 
plan ill composé des vecteurs iz, où z € IT. Pour # > 1 l'intersection 
He = I fN ill peut se réduire au point z = 0 (comme pour le plan II, 
de l'exemple précédent). 

Les plans de dimension complexe un s’appellent droites com- 
pleres *). Elles sont définies par un système de n — {1 équations 
linéaires complexes que l’on peut mettre sous la forme 


= f2:n —À 
©; — 00 — Dn ’ (10) 
où 2° = (2,,..., 2h) est un point de la droite et © = (w,,..., w,)# 


=£ 0 un vecteur directeur (qui est défini à un facteur multiplicatif 
‘complexe près). Si l’on désigne la valeur commune des rapports (10) 
par -, on peut mettre l'équation de la droite complexe sous la forme 


*) En fait ce sont des plans réels à deux dimensions! 
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paramétrique : 
z=2 + ot. (11) 


L'espace C” est muni de la métrique euclidienne usuelle: la dis- 
tance | z — w | des points z et w. La forme hermitienne de cette 
métrique est 


ds? = Ÿ) dx, = Ÿ |dz,|?, (12) 
v=i v=i 
où | dz, |? — dr? + dr3,,. On envisage parfois la distance 
Iz — w || = max | z, — w, |. (13) 
v 
% Montrer que p (z, w) = || z — w || satisfait aux axiomes de la 


métrique : a) p (2, w) = p (w, z) — axiome de symétrie ; b) p (z, w) > 
> 0, l'égalité n'étant réalisée que pour z=#w; c)p(z, w)< 
< p (z, w’) + p (w’, w) — axiome du triangle. % 


Les boules {||z— a ||<<r} sont les produits des disques 
{|3, — a, | <r} par les droites C (z.) pour la métrique (13) et 
s’appellent polydisques (cf. n° suivant). Quant à la métrique (13), 
elle est dite polycirculaire par voie de conséquence. La double inéga- 
lité évidente 

Nz—wISIz—wI< Vrilz—w|| (14) 


montre que ces deux métriques définissent la même topologie sur C”. 

Décrivons en conclusion la compactification de l’espace (C", 
i.e. l’adjonction à C” de ses éléments à l'infini. A cet effet munis- 
sons C” de coordonnées homogènes &,, . .., ©, en posant 


= (v=l, ...,n; 6, #0). (15) 


@o 
Ces coordonnées sont définies par un point z à un facteur multiplica- 


tif complexe À - 0 près et, réciproquement, à toute collection 
© — (©, - - -, On), ©9 Æ 0, et à toute collection Aw est associé le. 
même point z € C” par la formule (15). Renonçons à la situation 
particulitre de la coordonnée homogène &, et complétons l’espace C” 
par ses éléments à l'infini (ou éléments impropres) qui sont associés. 
aux collections de la forme (0, w,, . . ., &,) — 0. A toute collection 
© = (©, - : -, On) 5 O0 correspondra un point d’un espace appelé 
espace projectif complexe et désigné par CP" ou simplement P”. Plus 
exactement, les points ne sont pas les collections © mais leurs clas- 
ses d’équivalence modulo la relation &° = w” si ces coliections. 
sont proportionnelles, i.e. ©” — Àw’ pour un nombre complexe 
À + 0. On désignera par [oo] la classe d'équivalence de représen- 
tant «. 

Pour compactifier C”" nous lui avons adjoint les points [0, ‘wl,. 
où "© = (w,, ..., ©,) 0. Ces points peuvent être identifiés aux 
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classes d'équivalence [’ow] qui forment visiblement un espace projec- 
tif complexe de dimension n — 1 que l’on désignera par P"-!. Donc 


PC EPS; (16) 
et ce n'est que dans le cas où 7 — { qu'il faut ajouter un seul point: 
Pi =C—=0C+ 1.0). 


% Montrer que la compactifiée de toute droite complexe LE C" 
s'obtient par l’adjonction d’un seul point. % 


Üne bonne représentation géométrique de la classe d’équivalen- 
ce [wo] nous est fournie par une droite complexe de C"*! passant par 
l'origine : 


son vecteur directeur & = (@y, . . ., &h) est défini aussi à un facteur 
multiplicatif complexe À  O près, et de plus aux collections non 
équivalentes sont associées des droites distinctes. Donc on peut se 
représenter P" comme un faisceau de droites complexes de C"*} passant 
par l’origine. En particulier, aux points de C” correspondent des droi- 
tes telles que «, — 0 et aux points à l'infini, des droites telles que 
&p — 0 (des droites orthogonales au vecteur (1, 0, . .., 0) € C'*1. 

Une droite L:z = && (w E C"*!, GE C) est entièrement caracté- 


risée par son intersection avec la sphère S2r+! —{z € C"*!:|2]| = 1}. 
Si (sans restreindre la généralité) on pose | w | = 1, cette intersec- 
tion est définie par la condition | && | — | & | = 1, i.e. est un cercle 


sur la droite complexe /. En identifiant ces cercles d’intersection 
1 N S°"*1 à des points *}), on obtient un autre modèle de P” qui est 
l'analogue complexe du modèle classique de l’espace projectif 
réel RP” dont les points sont des couples identifiés de points d'’inter- 
section d’une droite réelle avec la sphère unité de R”"*!. 

Le modèle décrit permet de munir l’espace P” d'une métrique 
naturelle. Plus exactement, par distance des points [wo] et [w’] on 
comprendra la distance euclidienne dans C"*! entre les cercles y 
et y’ représentant ces points sur la sphère S°**! (on admet que 
| © | — | ©’ | — 1). Un calcul élémentaire nous donne 


p2 ({w], [w’]) = min |oeif — w'et8 |? — 
CAN 
= min 2{1—Ref(w, w')e0-09=2(1—7](0, w')|) 
8,0’ 
ou, si w© et w”’ ont des modules arbitraires, 


9 , |(w, w’ ë 

p?([o]. Lo p=2(1- RL). (17) 

*) La sphère S?7*+1 est de dimension réelle 2r + 1 et l'identification des 

cercles aux points diminue cette dimension de 1. Donc notre modèle est de di- 
mension réelle 2n. 
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En posant © — © + do et en négligeant les infiniment petits 
d'ordre supérieur à 2 par rapport à | do |, on obtient la forme métri- 
que correspondante : 


+ _ (©, ©) (do, dw)—(w, do) (dw, w) | 


Cette métrique qui s'appelle métrique de Fubini — Study est la géné- 
ralisation multidimensionnelle de la métrique sphérique de C = P* 
(si pour nr = 1 on introduit la coordonnée locale z — w,/&,, la for- 
mule (18) devient ds? = | dz [?/(4 + ]z [*)?, i.e. la forme de la 
métrique sphérique). 


% 1. Montrer que la distance définie par la formule (17) satis- 
fait aux axiomes de la distance. Nota: utiliser la notion de dis- 
tance entre ensembles pour prouver l'inégalité triangulaire. 

2. La distance de deux points [ol et [w’] de P” est parfois définie 


par d = Arc cos RL. Montrer que d s'exprime en fonction 
de p par la formule d — 2 Arc sin et est égale au plus petit angle 


des droites réelles appartenant respectivement aux droites comple- 
xes de C”*! qui représentent [o] et [w’]. % 


Signalons enfin que dans certains problèmes on se sert encore 
d’une compactification de C” qui nous conduit à l’espace de la théo- 
rie des fonctions C" = C X ... X C (nr fois). L'ensemble des points 
à l'infini de C” se décompose en r ensembles {z € C": z, = 0, z, € C, 
u = v} de dimension complexe nr — 1 chacun. Ces ensembles se 
rencontrent tous au point (oo, ..., co). 


2. Domaines élémentaires. Décrivons quelques exemples élé- 
mentaires de domaines de l’espace C”". Par domaine D on entend 
comme toujours un ensemble ouvert (i.e. contenant chaque point 
avec son voisinage) et connexe (i.e. pour tout couple de points z’, 
z" EDilexiste un chemin continu y:[0, 1]—+ D tel que y (0) = 7’, 
v (4) = z7). 

4. Une boule de rayon r et de centre a E C“ se définit comme 
l'ensemble des points 


B (a, r)={z2€C':|z—a|<r}. (1) 
C’est une boule euclidienne usuelle dont la frontière B est la sphère 
à 2n — 1 dimensions 
S2n-1 = {z2EC:|z—al=r}. 
2. Un polydisque (ou un polycylindre) de rayon r et de centre 
a € C”" est l’ensemble des points 


U (a r)={z€C:]z2—-all =r}. (2) 
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C'est une boule de centre a pour la métrique polycirculaire p. C'est 
aussi le produit de x disques de rayon r et de centres a,. On peut 
envisager un cas plus général de polydisque de centre a et de rayon 
vecteur r = (r;,, ..., rh): 


U(a, r)—{z€C':|z2 — a, |<r,v=1,...,n}. (3) 


La frontière OU d'un polydisque est l’ensemble de tous les points 
dont une coordonnée z, au moins appartient à la frontière du v-ième 
disque formant U et les autres coordonnées z,, (u =£ v) varient de fa- 
con arbitraire dans les disques fermés. Cette frontière se décompose 
de façon naturelle en r ensembles 


T' ={2:1z,—a, | = Fr,, | Zu — du IK ru u Æ v} 


de dimension 2n — 4 chacun (car les 22 coordonnées d’un point z 
sont reliées entre elles par une seule relation réelle | z, — a, | = r,). 


n 
Donc la frontière du polydisque 8U = {j T° est à 27 — 1 dimen- 
vai 
sions. Les ensembles se coupent suivant un ensemble à n dimensions 
= (2:12, lier, v=tl ::4R), 


produit de r» cercles appelé squelette du polydisque. 
Décrivons en détail le bidisque de rayon 1 centré en l’origine: 


U={2EC:21<1, 121 <1}. 
Ce corps à quatre dimensions est l’intersection de deux cylindres: 
Tai et rx +z <1. 


Sa frontière est un corps à trois dimensions OU = F? {J F? où F! — 

={ |z | = 1, |2, | 1} est aussi un corps à trois dimensions qui 

se décompose en une famille à un paramètre de disques T1 — 
e) 


2T 
= [J{z, = ei, |z, | 1}, et T* est un corps analogue. Le 
8—0 


squelette du bidisque T = F1 N] l* est à deux dimensions. C'est le 
tore T —{|2, | = 1, | z, | = 1} ; en effet, z, — eïti, z, — eif: est 
une transformation homéomorphe du carré {0< 8,< 21, 0<0,< 
< 2} sur l qui, comme l’indique la figure 1, amène en coïncidence 
les côtés opposés (car e°%v*2% — 9%), or une telle coïncidence 
nous donne un tore. Le tore l' se décompose en familles à un para- 
mètre de cercles {z, — e*%, | z, | = 1} et {1|2, | = 1, z: — eït}, 
0<S6,, 8, <2x (la figure 1 montre un représentant de chaque 
famille). Ce tore est l'intersection de deux cylindres à trois dimen- 
sions { x? + x; = 1} et {x° + x = 1}, qui est visiblement contenu 
sur la sphère à trois dimensions {1° + 2? + x; + x, = 2} de l’es- 
pace R:. 
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On peut donc se représenter géométriquement un bidisque de la 


manière suivante: sur la sphère à trois dimensions {| z | — V2) 

de C° il faut prendre le tore F = { 12, | — 1, | z: | — 1} et tendre 

sur lui les corps à trois dimensions Ft = f{|2z, | = 1, | z |[< 1} et 
8, 


Fig. 1 


Ft ={ |z, [<1, | z | — 1} situés sur la couche sphérique {1< 
<LIz1< V2}, leur réunion L'! |} T° sera la frontière d’un bidisque. 
3. Les domaines polycirculaires (ou polycylindriques) de C” sont 

le produit de x domaines plans 
D=D, x... x D, (4) 


(les polydisques sont des cas particuliers de ces domaines). Si D, 
sont tous des domaines simplement connexes, D sera homéomorphe 
à une boule. La frontière 0D d’un domaine polycirculaire D se 
décompose en #7 ensembles à 272 — 1 dimensions: 


T° = {z::, €0D,, z, ED, pv}. 
La partie commune à tous les T°” est un ensemble à z dimensions 
= (2:2, C0D;;, Vv=1,,:::,n)} 


appelé squelette du domaine polycirculaire D. 

4. Les domaines de Reinhardt (ou domaines n-circulaires) de centre 
a € C” sont des domaines qui avec chaque point z° = {z} contien- 
nent tout point 


z={a,+(%—a,)e"v}, 0<6,<2n. 


Ün domaine de Reinhardt de centre a est dit complet si avec 
chaque point z° il contient tous les points z = {z,} tels que | z, — 
— y |[< [2 — a |, v=1,...,n. 
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Il est évident que les boules et polydisques sont des domaines de 
Reinhardt. Pour #7 = 1 les couronnes {r << | z — a | < R} sont des 
domaines de Reinhardt non complets, les disques {|z2—al|< R}, 
des domaines complets. Quitte à faire une translation on peut admet- 
tre sans nuire à la généralité que les domaines de Reinhardt sont 
de centre a — 0. Un tel domaine contient avec tout point {2,} 


tous les points de même module {z,|, v—1, ..., r, et d’argument 
différent. Cette remarque nous permet d'envisager l’application 

2Hæa(z) = (al -.., [2 1) (2) 
de l’espace à 2n dimensions C”" dans l'espace à #7 dimensions R", plus 
exactement dans l'octant absolu R? =R, X...XR,, où R; — 


n fois 

— [0, of est le demi-axe positif. L'application &: C"—+ R? trans- 
forme un domaine de Reinhardt D en un ensemble de points D, € R' 
appelé image (ou diagramme) de Reinhardt du domaine D. Si D est un 
domaine de Reinhardt complet, son diagramme D, contient avec 
tout point { | z° |} le parallélépipède rectangle { | 2, [& | 24 |, v = 1, 

.., n}. Le diagramme décrit caractérise entièrement les domaines 
de Reinhardt. Pour rz = 2 et n —3 on obtient un diagramme sugges- 
tif. Les figures 2 et 3 représentent les diagrammes de Reinhardt de la 
boule { | z | < 1} et du polydisque { | z, | << 1} respectivement pour 
n = 2et n — 3; la deuxième figure représente les ensembles [° et 
le squelette T. 

5. Les domaines de Hartogs de plan de symétrie {z, — a,} sont 
des domaines qui avec chaque point z° — {z%} contiennent tout 
point 2 — (2, ..., Z2n-1, Gn + (2n — anjeitn), 0 < 6, < 21. On 
dit qu’un domaine de Hartogs est complet si avec chaque point z° il 
contient tous les points z tels que z, = % (v = 1, ..., 7 — 1) et 
| Zn — An | 12h — an |. Il est évident que les domaines de Hartogs 
forment une classe plus large que les domaines de Reinhardt. 

Les domaines de Hartogs de plan de symétrie {z, — 0} peuvent 
être représentés dans un espace à 27 — 1 dimensions grâce à la trans- 
formation fB: C"— C"-? X R, définie par la formule 


2 B (z) = {Zn es Zn-1 [Zn |} - (6) 


Pour alléger l'écriture on désignera par ’z = (z,, -.., z,,) la pro- 
jection d’un point z sur l'espace C"-! et ‘D, celle de D sur C”"-! 
(i.e. l’ensemble de tous les ’z, z€ D). Le diagramme d’un domaine 
de Hartogs complet contient avec chaque point ('’z°, | z2|) tout 
l'intervalle { J'2°, | z, IL: [zh | | 2 |}. 

Le diagramme de Hartogs abaisse la dimension d’une unité. La 
figure 4 montre un domaine de Hartogs non complet ; on rappelle 
qu’un point de ce diagramme représente un cercle et un segment 
vertical s'appuyant sur” D, un disque. La figure 5 représente une 


2—0848 
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boule de C° et un bidisque ; on distingue bien sur cette figure les por- 
tions à trois dimensions des frontières de l'! et de T°? et le squelette 
r du bidisque. 

6. Les domaines circulaires de centre a € C" contiennent avec 
chaque point z tous les points a + (z — ajeit, 0 < 8 < 2x, i.e. le 


FA 


Ni 
1 
12, 
1 FE np 
rt 
1 


Fig. 3 


cercle de la droite complexe passant par les points z et a, de centre 
a et de rayon | z — a |. Les domaines circulaires complets contiennent 
avec z le disque {a + (z — a) &, | Ê | 1} tout entier. Si a = 0, 
la transformation (2, . .., Z2n)—> (21/Zn, . . ., Zn_-1/2n, 21) transforme 
un domaine circulaire en un domaine de Hartogs (cette transforma- 
tion présente une singularité en z, — 0 et n'est définie que sur 
D\X{Zn = 0}). 

7. Les domaines tubulaires (ou cylindriques) sont par définition 
des domaines qui avec chaque point z° —{%4} contiennent tout 
point z = {2% + iys}, — oo << y, < 00, v = 1,...,n. Tout domai- 
ne tubulaire peut être représenté par le produit B X R” (y), où B, 
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la base du domaine, est un domaine de l’espace réel R° (x), x — 
= (2,,..., Zn), et R” (y), l’espace réel des points y = (y, - . ., Ya). 
Donc un domaine tubulaire est entiérement caractérisé par sa base B 
qui est un domaine d’un espace réel à 
n dimensions. 

En posant z — x + iy, où x et y 
sont des vecteurs réels à z dimensions, 
on peut écrire symboliquement un do- 
maine tubulaire sous la forme T — 
= B + iR” (y) ou, en détaillant, T — 
= {z+iy:zEB, yER”}. Pour 
n — 1 sont visiblement domaines tu- 
bulaires les bandes {a << r<B$, 
— 00 yo} ainsi que les poly- 
plans {x > a} ou {r <a). 

Remarquons que  l’application 
p:2,—6"v (v — 1, ...,n) transfor- Fig. 4 
me un domaine tubulaire 7 en un do- 
maine de Reinhardt D, la base B étant envoyée dans le domaine 
D, image de D sur le diagramme de Reinhardt. 

8. Polyplan supérieur généralisé. 11 est parfois plus commode de 


représenter les points z€C" par des matrices carrées Z — (z,), 


j,k—=1,...,n. Soit Z* — (2,;) la transposée conjuguée de la ma- 
trice Z; posons 


1Z| 
Cercle 


ImZ=+(Z—2Z*). (7) 


Cette matrice est visiblement hermitienne : ses éléments w,, — _ X 
X (z;r — 2h ;) satisfont aux conditions w,; — Un et, en particulier, 


Y1 
Fig. 5 
w; = Im z;, sont réels. Si une matrice hermitienne W est définie 


positive, i.e. si ses valeurs propres sont toutes => 0, on conviendra 
d'écrire W => CO. 
2" 
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On appelle demi-plan supérieur généralisé le domaine 
H ={Z EC": ImZ>0}; (8) 


pour nr —= À c'est un demi-plan supérieur ordinaire. La frontière 0H 
de ce domaine est composée des matrices Z telles que Im Z est une 
matrice hermitienne => O0, mais n'est pas définie positive (ses valeurs 
propres sont positives et l’une d'elles au moins est nulle). La nullité 
des valeurs propres d’une matrice hermitienne s'exprimant par une 
relation analytique réelle, 9H est composé de morceaux de surfaces 
R-analytiques à 2n° — 1 dimensions. 

Sur 0H il existe un ensemble l = {Z: Im Z = 0} appelé squelette 
du demi-plan supérieur F. Cet ensemble est composé de points 
représentés par des matrices hermitiennes Z. La condition d'hermi- 
ticité s'exprime par n° équations indépendantes, de sorte que la 
dimension réelle de l'est égale à n°. 

Signalons particulièrement le cas 7 — 2, i.e. l'espace Cf. Le demi- 
plan supérieur généralisé 

Yu + 01 


D Use 


est défini par les inégalités y,, >> 0, yi1 Yso — _ | Ze — 2 |? >0 
(on a posé zyx = zjr + iyn et on s’est servi du critère de Sylvestre) 
et sa frontière par l'équation y,;ÿ2e = | Z19 — Zn |. Le squelette 


est le plan y, = Yo = 0, Zj2 = 221 de dimension réelle 4. 
Remarquons que la transformation affine non dégénérée 


Z41 + 222 Zi2 + ) 

Z — |. 10 
( (Zo1— 2342) Zi — 220 te 

transforme Æ en un domaine défini par les inégalités y, > 0, y}, — 
—ÿ}, — y}, — yi, > 0, i.e. en un domaine tubulaire T = KR‘ (x) + iC 
sur le cône C = {y — y}, — y°, — y?, > 0} ou, plus exactement, 
sur la nappe C, de ce cône telle que y,, > 0. La frontière 0H se 
transforme en dC. X R* (x), le squelette, en le sous-espace réel 
RS (x), plus exactement, en le produit du sommet du cône C'}; par 


RS (x). 
$ 2. Fonctions holomorphes 


3. Notion d’holomorphie des fonctions de plusieurs variables. 
Cette notion généralise celle définie pour les fonctions d’une seule 
variabl : au tome f. 
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Définition {. On dit qu’une fonction 2:C"— C est R-linéaire 
(resp. C-linéaire) si 

a) 1( +z”)=1(z) + 1(2") pour tous z’, z" EC”, 

b) Z (Az) = À (2) pour tout z E Cet tout À E R (resp. tout à € C). 

Toute fonction R-linéaire sur C” est de la forme 


LQ= D (astra DEC (1) 
et C-linéaire, de la forme 
L (z) = À av a, € C. (2) 
Une fonction R-linéaire / est C-linéaire si et seulement si 
L(ëz) = ül (2) (3) 


(comparer avec les propositions homologues du n° 6 du tome f). 


wéfinition 2. Une fonction f:U— C, où Ü est un voisinage d’un 

point z E C”, est dite R-différentiable (resp. C-différentiable) en z si 

fé+h)=/(@)+1()+o(k) (4) 
où L est une ronction R-linéaire (resp. C-linéaire) et o (k)/| k |—+- 0 
avec h. 

La fonction / s'appelle différentielle de f en z et se note df. En 
posant h — dz — dx + i dy, où dz — (dz,, . . ., dz,) est un vecteur 
complexe et dz = (dzx,, . .., dz,) et dy = (dy,, . . ., dy,) sont des 
vecteurs réels, on peut, dans le cas général de la R-différentiabilité, 
mettre la différentielle sous la forme 


df— 5 (-Lar+-E au) 
ou, en passant aux coordonnée és 


df = S (-Z dz,+—2 de, ) , (5) 


QUES | 


mode ia) pus mr Fin De 
v= fi, .. N. (6) 


La première somme de (5) se désigne par 6f, la deuxième, par 0f, 
de sorte que 


n 


= an 8e à 


v=i 


— dz, d=0+0. (7) 


2v 
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Théorème {. Pour qu'une fonction f R-différentiable en un point 
z E C” soit C-différentiable en ce point, il est nécessaire et suffisant que 
soient satisfaites les conditions de Cauchy — Riemann 


ôf = 0. (8) 
> On voit sur (5) que df (ik) — iôf (h) — iôf (h) et idf (h) = 


= i0f (h} + idf(h). Donc la condition de C-différentiabilité 
df (ih) = à df (k) équivaut à la condition ôf (k) = O0 pour tout 
hE€C". 4 


Les conditions de Cauchy — Riemann (8) sont équivalentes au 
système de nr équations complexes 


ôf 

F-n (+ )= 0, v—1, ...,n, (9) 
ou au système de 27 équations réelles 

ou ov ou ov 

dre — dys * A re EPA . = 4, oc... D, (10) 


où u — Re f, v = Im jf. Pour #7 > 1 ce système est redondant (il 
contient 27 équations par rapport à deux fonctions inconnues) et 
cette circonstance distingue fondamentalement l’analyse complexe 
à n dimensions de l'analyse complexe à une dimension. 


Définition 3. On dit qu'une fonction f est holomorphe en un point 
z E C" si elle est C-différentiable en un voisinage de ce point. Les 
notions de C-différentiabilité et d’holomorphie sont confondues sur 
un ouvert. 


Signalons que la définition de l’holomorphie sur un ensemble M 
arbitraire (pas nécessairement ouvert) comporte une finesse qui 
apparaîtra sur l'exemple suivant. 


Exemple. Soit un ensemble M € C* composé de deux boules 


fermées B, = { |: — (0, 1) | 1/2} et B, . |z + (0, 1)] < 1/2} 
reliées par le segment L = {2, — 0, 2: = ze, | te | 1/2}. Définis- 
sons sur M la fonction 


Zu 2€ B {- 
Î (z) — 0, Z € L, 
Pan à Z4» 2 € B:. 
Cette fonction est visiblement continue sur M et pour chaque point 


z° € M on peut construire un voisinage U.. dans lequel f est prolon- 
geable en tant que fonction holomorphe. En effet, pour les points 


de B,, y compris le point (0, 1/2) d’intersection de B, et L, pour de 
tels voisinages on peut prendre des boules ne rencontrant pas B, et 
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y prolonger f en la posant égale à z,. Faisons la même opération 
pour BP, en posant f (z) — — z,. Enfin, pour les points intérieurs de Z 
prenons des boules ne contenant pas les bornes de ce segment et 
posons / — 0 en ces points. Du théorème d'’unicité qui sera prouvé 
au n° 5, il s'ensuit que f ne peut être prolongée en une fonction holo- 
morphe à aucun voisinage connexe Q de l’ensemble M tout entier. 
En effet, ce théorème nous dit qu’il n'existe pas de fonction holo- 
morphe dans Q qui soit égale à z, sur une boule de Q et à — z, sur 
une autre. 


Sur cet exemple on voit qu'il est indispensable de faire une 
distinction entre les fonctions localement holomorphes sur un ensem- 
ble, susceptibles d’être prolongées localement en une fonction holo- 
morphe, et les fonctions globalement holomorphes qui sont prolongea- 
bles au voisinage de l’ensemble tout entier. Dans la suite, en parlant 
de l’holomorphie d’une fonction sur un ensemble, on entendra 
l’holomorphie globale. 

La somme et le produit de fonctions holomorphes en un point 
z EC" sont aussi holomorphes en z, donc l’ensemble des fonctions 
holomorphes en z forme un anneau que l’on désignera par ©.. 
L'anneau des fonctions holomorphes dans un domaine D € C” sera 
noté par © (D). 

Sur les conditions de Cauchy — Riemann (9) on voit qu'une fonc- 
tion f holomorphe dans un voisinage VU C”" d'un point z° est 
holomorphe en chaque variable z,, les autres variables étant fixes 
(au voisinage du point z° sur la droite complexe {2:2, — 2}, = v). 
Puisque le système (9) se décompose en équations dans chacune des- 
quelles figure la dérivée par rapport à une seule variable, il semble 
que la condition d’holomorphie par rapport à l’ensemble des varia- 
bles n’établit aucune relation de dépendance entre les diverses 
variables. Pourtant il existe une certaine relation: il se trouve 
qu’une fonction holomorphe dans Ü par rapport à chaque variable z, 
séparément est nécessairement R-différentiable par rapport à l’en- 
semble des variables et de ce fait est holomorphe dans Ü en vertu 
du théorème 1. 

Ce fait qui constitue le théorème fondamental de Hartogs *) 
est loin d’être trivial. Par exemple, son analogue réel est faux: 
la fonction 


f(z; D= ir f (0, 0) =0 
est dérivable par rapport à x à y fixe et par rapport à y à zx fixe, 


mais n’est même pas continue au point (0. 0) € R°. Le théorème de 
Hartogs sera prouvé au n° G. 


*) F. Hartogs (1874-1943) a publié la démonstration de ce théorème en 1906. 
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&. Fonctions pluriharmoniques. Commençons par une remarque 
simple: si une fonction f = u + iv est holomorphe en un point 


z EC”, la fonction f = u — iv est R-différentiable au voisinage de z 
et dans ce voisinage 


ü 1 ôf  ,. df \_f & \_ 
d+ = | 0x, ni ET = dz, }=0 (1) 
pour tout v = 1,...,n. Les fonctions f sont dites antiholomorphes 


en z. 
Soit f une fonction holomorphe en un point z € C”. D'après la 


remarque précédente, pour la partie réelle x = À + ÿ) de fon 


Ô D re : 
= = + <Lau voisinage de z. Utilisons encore le fait que les 
A! 
dérivées partielles d’une fonction holomorphe sont aussi holomor- 
phes (la démonstration sera donnée au n° 5). Ceci entraîne pour tous 


u. v=1,...,n 


PC euro _ )=0. (2) 


En séparant les parties réelle et imaginaire de l’opérateur du 
premier membre de (2), soit 
9 à _1 ( 92 02 
>. OZ 4 


9? 0? 
dzy 


l 


on constate que la condition (2) se décompose en #° équations aux 
dérivées partielles du second ordre: 


O?u du Ou Ou (3) 
Ôzy 0ry On 0Yy  ” Oz y Oxy dYn 
(u, v=1,...,n; les équations du second groupe sont triviales 
pour u = Y). 


Si l’on se sert des opérateurs 4 et 9 introduits dans (7), n° 3, on 
peut représenter le système d'équations (2) sous forme d’une seule 
condition 


ddu = 0. (4) 


Définition. Une fonction uw de classe C*? dans un domaine DE C” 
est dite pluriharmonique dans D si elle vérifie la condition (4) en 
chaque point de D. 


% 1. Montrer qu’une fonction u € C* (D) est pluriharmonique 
dans D si et seulement si sa restriction à toute droite complexe 
{z = 2% + ot}, i.e. la fonction h (£) = u (2? + w£), est harmo- 
nique sur l’ensemble ouvert {C EC:2 + wo E D}. 
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2: . la restriction de u € C° à tout plan réel à deux dimensions 
{2 = 2 + oû + ©'€} est harmonique, alors uw est une fonction 
ra + 

Les fonctions pluriharmoniques sont liées aux fonctions holo- 
morphes de plusieurs variables comme les fonctions harmoniques le 
sont (dans R°) aux fonctions holomorphes d'une variable. Plus exac- 
tement, on a les deux théorèmes suivants: 


Théorème 1. Les parties réelle et imaginaire d’une fonction f holo- 
morphe dans un domaine DC C" sont pluriharmoniques dans D. 


> Le théorème a déjà été prouvé pour la partie réelle u = Re f. 
Il est également vrai pour Im f, car f € © (D) entraîne — if € © (D) 
et Imf—Re(— if). 4 


La réciproque n’est généralement vraie que localement. 


Théorème 2. Pour toute fonction u pluriharmonique dans un voie 
sinage U d'un point (1°, y°) € R°”, il existe une fonction f holomorph- 
au point 2 = 2° + iy° dont la partie réelle (ou imaginaire) est éga- 
le à u. 

> Au lieu de du= » ( 
férentielle conjuguée 

LU 
À ou du - = 
du= », — 7 dr + id )- (2) 


v=i 


du 


Ôxy 


dx +5 du) considérons la dif- 


La forme *)w = +du est fermée dans U, car en vertu de la plurihar- 
monicité de x ses coefficients sont de classe C! et 


ñn 


92 
do = 2 (ma ne ) (Ars À dz, + dus À dus) + 
H, Vs 


n ” 
sa > | Ôzy PEL Re _ ) de Ads 0 


d’après (3). Mais toute forme fermée étant localement exacte, il 
existe au voisinage de z° une fonction v telle que *xdu — du. Cette 
fonction est définie par l’intégrale 


(= | + du, (6) 
0 


*) On recommande aux lecteurs peu initiés aux formes différentielles de 
s'adresser au n0 414. 
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qui est indépendante du chemin, puisque + du est fermée. Alors 
au voisinage de z° on a 


dv _ du dv du 
Ôz« 0yy ? dyy O7, ? 


et par suite la fonction f — u + iv est de classe C° et satisfait aux 
conditions de Cauchy—Riemann (10) du n° précédent. Cette fonction 
est holomorphe en # en vertu du théorème 1 du n° 3 et de plus 
— Re f. 
La fonction if = iu — v holomorphe en z° admet uw pour partie 
imaginaire. << 


Pour u = v le premier groupe d'équations (3) nous donne 


2u o?u = 
FE + Ôy2, = 0 c (9) 
En additionnant ces équations pour v = 1, .... n, on trouve que 
le laplacien 
_ 0? 9° 
Es Nr PR tee) 
u=S ( RE }= 0. (8) 


Donc les fonctions pluriharmoniques forment une sous-classe de la 
classe des fonctions harmoniques dans l'espace R°" (visiblement 
régulière pour 7x >> 1). 

Il est naturel de poser le problème de la définition d’une fonction 
pluriharmonique dans un domaine D R°" par la donnée de ses 
valeurs frontières (problème de Dirichlet). Ce problème n'est pas 
aussi simple que pour une fonction harmonique. Illustrons les diffi- 
cultés qui se présentent sur l'exemple d’un domaine élémentaire: le 
polydisque U = {2 EC": | z, | << 1}. Puisque en vertu de (7) une 
fonction pluriharmonique est harmonique par rapport à chaque 
variable z, = x, + iy, dans le disque {| z, | << 1}, on peut appliquer 
successivement l'intégrale de Poisson du n° 2 de l’Annexe du 
tome 1. Pour tout z € U on obtient 


u (2)= | P (br 21) dé, SE: Î u (£) P (ns Zn) dns 
) 
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est le noyau de Poisson. En désignant par 


PAG, = Î[ P( 2,) (9) 


le noyau à nr dimensions de Poisson, par 
Qh=10, 2x] x ...:1[(0, 27] 
LE 
n fois 


le cube à r dimensions et par dt = dt, ... dt, l'élément de volume, 
on peut écrire la formule de Poisson sous la forme abrégée : 


u(z)= | u(E) PA(E, 2) dt. (40) 
Q 


Le second membre de cette formule ne contient que les valeurs 
prises par uw sur le squelette du polydisque F, i.e. sur une portion 
à nr dimensions de la frontière OU (la frontière toute entière est 
à 2n — 1 dimensions). De là il est clair qu’on ne peut se donner 
arbitrairement les valeurs d’une fonction pluriharmonique x sur la 
frontière tout entière d’un polydisque. Si l’on porte au second mem- 
bre de (10) les valeurs d’une fonction u (£) continue sur F, on 
vérifie sans peine que la fonction u (z) définie dans U par cette for- 
mule satisfera aux équations (7) pour tout v = 1,...,7. Mais d’une 
façon générale cette fonction ne satisfera pas aux autres équations (3), 
i.e. ne sera pluriharmonique dans U. Pour que w (z) soit plurihar- 
monique. il faut imposer des conditions subsidiaires aux valeurs de 
u (£). Nous glisserons sur ces conditions. 


5. Propriétés élémentaires des fonctions holomorphes. On se pro- 
pose d'établir des propriétés élémentaires des fonctions de plusieurs 
variables similaires à celles des fonctions d’une variable. Pour alléger 
l'écriture on désignera par U—={z2EC":12, — a |<r,, v = 
= {,....n} un polydisque de centre a et de rayon vectoriel 
r=(r,...,rn). Par O (U) NC (U) on désignera l’ensemble des 
fonctions holomorphes dans U et continues dans U. 


Théorème 1. Toute fonction fEO(UV)NC (Ü) se représente en 
tout point z € U par l'intégrale multiple de Cauchy 
= 1 ( 1) der -.. den 
jo (2ri)" (Li—21) -.. Œn—2n) | () 
où Test Le squelette de U, i.e. le produit des cercles y, = {| z, — a, | = 
_— ro}: VŸ = 1, + + D. 


> Soient ‘’z et ’U les projections de z et U sur l’espace C"-’; 
vu que pour tout ’z € ‘U la fonction f (z) = f (’z, z,) est holomorphe 
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en z, dans le disque {|z, — a,| <r,} et continue dans son adhéren- 
ce, on a d’après la formule intégrale de Cauchy du tome 1 


fo= | LEE) d6,. 


La fonction figurant sous le signe d'intégration peut pour tout 
En EYn et tout ’z EU être représentée par une intégrale de Cauchy 
par rapport à la variable z, _, et de plus, vu que fest continue par rap- 
port à l’ensemble des variables, l'intégrale itérée peut être re- 
présentée comme une intégrale multiple sur le produit ÿ,-, x: y,. En 
poursuivant ce raisonnement, on établit (1). < 


Dans la suite on écrira la formule (1) sous la forme condensée 


1 dû 
Ï = | FOIE (2) 
r 
OR RES 
ë ; & C—2 (Ga — 21) +. (En —2n) ‘ 


Remarque. On voit sur la démonstration du théorème 1 que pour 
que la fonction f soit représentable par une intégrale de Cauchy (1), 
il suffit qu’elle soit holomorphe en chaque variable z dans le dis- 
que { [z, — a, | <r}et qu’elle soit continue par rapport à l'ensem- 
ble des variables dans U. 

De même que dans le tome 1, de la représentation d’une fonction 
par une intégrale de Cauchy on peut déduire son développement en 


série entière. Pour cela développons le noyau de l’intégrale (2) en 
une progression géométrique multiple : 


1  __ 1 - 
C 7 L—a (1— 5101 | | (1 Zn — On 
Li — 1 Gn — An 
4 < x 
-— {a 
7 L—a 2 ( L—a | 
Ik|=0 

où À = (k,,...,k,) est un vecteur entier, |[ÆA| =; +...+%k,et 


z—a \h _{ z21—0: k; 2n—0@n \’n 

ee = En) DS Gt, ° 

Ce développement peut être mis sous la forme 
“io 

(G—a)ktT ? 


1k1=0 


où Æ + 1 = (4, + 1,...,#%, + 1); il converge absolument et uni- 
formément en & sur l pour tout z € U. En le multipliant par la fonc- 
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f(0) 
(2xi)" 
à terme on obtient la proposition désirée: 


Théorème 2. Si une fonction f € © (U) NC (U), elle se représente 
en tout point z € U par une série entière multiple 


o 


tion 


continue (donc bornée) sur l et en intégrant sur ll terme 


f()= À 0 (z— a)" (3) 
de coefficients 

__t f(@ dt , 

ane | Te @ 


Remarque. Toute fonction j € © (U) peut être représentée en tout 
point z € U par la somme d’une série (3). Pour le prouver il suffit 
de remarquer que le point z appartient à un polydisque U” € U et 
d'appliquer le théorème 2 à U. 


Lemme (Abel). Une série entière multiple D) c, (2 — a)" dont les 
RkI=0 


termes sont bornés en un point & E C” converge absolument et unifor- 
mément sur tout sous-ensemble compact K d’un polydisque U (a. p) 
de centre a et de rayon vectoriel p={(p,, ..., p,), où p,=1| &,—a, |. 


D Supposons que [ex (É— a} | = |cx | p* < M, où p" 
= pli...pän (on admet que tous les p. >> 0, sinon À serait vide). 
La  dition K Œ U (a, p) entraîne 


y = max Lana l<i (v=1,...,n), 
z2€K Pv 

donc en tout pointz€Konalc“(z2— a} | |cx | 0*g" << Ma. 

où q® —= gh ... gèn. Reste à remarquer que la progression géomé- 

trique multiple ÿ Mg converge, car q, << 1. 


Théorème 3. Si f est de classe O (U), elle admet en tout point 
z E U des dérivées partielles de tout ordre qui sont aussi de classe © (U). 


> D'après le théorème 2, la fonction f se représente en tout point 
z E U par la somme d’une série entière (3). En utilisant la permu- 
tabilité des termes de la série, permutabilité qui résulte du lemme 
d'Abel, et les résultats du tome 1, on démontre que f possède des 
dérivées partielles de tout ordre représentables par des séries obte- 
nues par une dérivation terme à terme de la série (3). 

Puisque d’après le lemme d’Abel ces séries convergent uniformé- 
ment sur des sous-ensembles compacts de U et que leurs termes 
sont continus en l’ensemble des variables, chacune de ces dérivées 
est R-différentiable dans U et son holomorphie par rapport à chaque 
variable entraîne son holomorphie dans U. 4 
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Remarque. Soit f une fonction continue dans U et holomorphe par 
rapport à chaque variable. Elle se représente alors par une intégrale 
de Cauchy (cf. remarque suivant le théorème 1), donc par une série 
entière, en vertu du théorème 1. On voit sur la démonstration du 
théorème 3 que la fonction f est C-différentiable, donc holomorphe 
dans U. Pour prouver le théorème fondamental de Hartogs mention- 
né au n° 3, il suffit de montrer que l’holomorphie de la fonction f 


par rapport à chaque variable dans Ü entraîne sa continuité dans Ü. 


On prouve de la manière habituelle le théorème d’unicité du dé- 
veloppement d’une fonction en une série entière de centre donné: 


Théorème 4. Si une fonction f holomorphe en un point a est dévelop- 
pable en une série entière de la forme (3), les coefficients de cette série sont 
donnés par les formules de Taylor 


; gtit--thn, 


kil... nl 82,1 nr an 
où kl =k,!...k,! 

En se servant des formules (4) pour les mêmes coefficients et en 
estimant les intégrales qui y figurent, on obtient les 

Inégalités de Cauchy. Si une fonction f EO(U) NC (Ü) et 


|f IS M sur le squelette T, les coefficients du développement taylorien 
de f en a salisfont aux inégalités 


lex 1 Mir?, (6) 


Ch = 


z—=a 


où = ru... rn. 

Dans son énoncé du n° 22, tome 1, le théorème d'’unicité nese 
généralise pas au cas multidimensionnel : une fonction z,z. holomor- 
phe dans C* et non identiquement nulle s’annule sur un ensemble pos- 
sédant des points d'accumulation (sur les droites complexes {z, — 0} 
et {z, — 0}). On a le 


Théorème 5 (d’unicité). Si une fonction f € © (D) s'annule en un 
point a d'un domaine D & C" avec toutes ses dérivées partielles, elle est 
identiquement nulle dans D. 


» Les coefficients du développement taylorien de f au point a 
sont tous nuls, donc f = 0 dans un voisinage de a. Soit E = {2€ 


€ED:f(z) = 0} et soit E le noyau ouvert de £ (l’ensemble des points 


intérieurs de Æ). L'ensemble É est ouvert et non vide (il contient le 
point a); d'autre part, il est fermé dans D, puisque des dérivées de f 


sont toutes continues. Donc Ë = D. # 


Dans le théorème qui vient d’être prouvé on exige en fait que la 
fonction f s’annule dans un voisinage à 2x dimensions du point a. 
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Mème si la fonction f s’annule dans un voisinage à 27 — 2 dimensions, 
cela n’impliquè pas en général qu’elle soit identiquement nulle 
(exemple: f (z) = z, s’annule sur l’ensemble à 27 — 2 dimensions 
{z € C':z, = 0}. Il existe cependant des cas où la nullité d’une fonc- 
tion dans un voisinage à nr dimensions d’un point entraîne la nullité 
identique : 

Si une fonction f € © (D) s'annule dans un voisinage réel d'un point 
a ED, i.e. sur l'ensemble {z = x +iy EC':|z— | <r, y = y). 
elle est identiquement nulle dans D. 


> Dans un polydisque de centre z° la fonction f se développe en 
la série 


f(:)= | D: cu(z— 2). 


k|=0 
En posant y — y°, on trouve 
V'am—-xk=0 
pour tout x € {| x — x° | < r}. En dérivant cette identité par rapport 
à = 2...zx,r, et en posant x — x°, on trouve que tous les c, 


sont nuls. Alors f = 0 dans D d’après le théorème 5. 


Théorème 6 (principe du maximum du module). Si f EO© (D)et 
| f | atteint son maximum en un point a € D, alors jf = const dans D. 


> Considérons une droite complexe Z (6) = a + ©wû passant 
par un point a. La restriction ,, (£) = f ° 1 (&) de la fonction f à cette 
droite est holomorphe dans un disque {| & | << p} et | q, | atteint 
son maximum pour & = 0. D’après le principe du maximum du 
module d’une fonction d’une variable la restriction p,, (£) = c (w) 
est une constante dépendant de w. Or p, (0) = f (a) est indépendant 
de w, donc c (w) = const et f — const au voisinage de a. D'après 
le théorème 5 on a f = const dans D. 


SifeOD)fNC(D), DEC", |f | atteint son maximum sur la 
frontière 0D. Mais pour n > 1 il existe dans C” des domaines dans 
lesquels le module | | de toute fonction f € © (D) NC (D) atteint 
son maximum seulement sur un sous-ensemble de 9D. Le plus petit 
de ces sous-ensembles fermés s'appelle frontière de Chilov *) du 
domaine D. Plus exactement, on appelle frontière de Chilov d’un 
domaine D un sous-ensemble fermé S de 6D tel que: 1) pour tout 
jf €EO D) NC (2) 


max [f(z)]= max |f(2): (7) 
zE D zES 


2) tout sous-ensemble fermé S possédant la propriété 1) contient S. 


*) Guéorgui Chilov (1817-1975), mathématicien soviétique, spécialiste en 
analyse fonctionnelle. 
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Exemples. 

1. La boule B = {2 EC": 1: | <1}. Montrons que la frontière 
de Chilov est confondue ici avec la frontière topologique. Pour cela 
prenons un point arbitraire & € 4B et construisons une fonction 
1E€9 (B) NC (B) telle que |f (8)1> 1 f (z) | pour tout z < BX {6}. 
D'après l'inégalité de Bouniakovski — Schwarz on a pour le 
produit scalaire hermitien (z, à) 

Re (z, E)< (2 O'I<K 121, 
car | 5 | = 1 et de plus l’égalité Re (z, £) = | z | = 1 n’est réalisée 
dans B que pour z = &. Donc la fonction f (z) = el: t) possède la 
propriété requise. 

2. Le polydisque U = {2 EC':[|z || <1}. La frontière de 
Chilov ne constitue ici que la n-ième partie de la frontière topologi- 
que à 27 — 1 dimensions, plus exactement, elle est confondue avec 
le squelette du polydisque. Pour le montrer considérons une fonction 
fEO(U) NC(U). Remarquons tout d’abord que la fonction 
f" (z, En) est pour tout &,, | 6, | = 1, fixe, holomorphe en ‘’z dans 
le polydisque UE C”'-1. En effet, on peut la remplacer par la limite 
d'une suite de fonctions @p, (‘’z) = f (’z, z{h)), où z{H) est une suite de 
points du disque { | z, | << 1} convergeant vers &,. Puisque (’z, z{)) € 
€ U. les æ, sont toutes holomorphes dans ‘U et la continuité uniforme 
de f dans Ü entraîne la convergence uniforme de la suite @, dans "U. 
De là on déduit la proposition annoncée grâce au théorème de Weier- 
strass (cf. théorème 8 plus bas). On démontre de la même façon que 
toutes les fonctions f (2,,. . ., Zm, Om+ir + + +» Gn)(Mm =1,...,n —1) 
Pour Üm-+ir - + +» On fixes et égaux à 1 en module sont holomorphes 
par rapport à (z,, ..., z) dans les polydisques correspondants. 

Supposons que M — max |f (z) |est atteint en un point & EOU 

EU 
appartenant à l'un des ensembles | ={| 6, | =1, | Gi |< 1, 
u <v}; quitte à renuméroter les variables, on peut admettre qu'il 
est confondu avec [”. Ou bien | 6, | = 1, ou bien f est constante 
par rapport à la variable z,_, d’après le principe du maximum du 
module (ce principe est applicable d’après ce qui a été démontré plus 
haut) et alors la valeur M est atteinte en un point dont les deux 
dernières coordonnées sont égales à 4 en module. En poursuivant 
cette procédure on trouve que la valeur M est atteinte sur le squelette 
FT = {|z,| =1, v=1,...,n}. Donc la frontière de Chilov du 
polydisque U appartient à T. 

Mais pour tout point © € lil existe une fonction fEO(U)f" 
N C (0) telle que |f(0)1> 1 f (g) | pour tout z E U X {£} : pour une 

ñn 


telle fonction on peut prendre le produit Ï | (4 + Ë,z,). Donc La 
1 


V= 
frontière de Chilov du polydisque est confondue avec son squelette. 
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3. Le domaine tubulaire 7 = R‘ (r) + iC 4 au-dessus du cône 
Cr = y ER y > y + Ya + Yi Yu > 0} est, comme le mon- 
tre l'exemple 8 du n° 2. équivalent au demi-plan supérieur générali- 
sé H. Sa frontière OT = {2 = x +iy: x E R', y E dC +} se décom- 
pose en demi-droites complexes {z = r + Cy:(x, y) E OT, CEC, 
Im > 0! et pour les mêmes raisons que dans l'exemple précédent, 
le maximum du module de toute fonction holomorphe dans T et con- 
tinue dans T (TE Ci) est atteint pour Im & = 0, i.e. sur l’ensemble 
R' (x) + i0 qui est le squelette de 7. D'autre part, pour tout 
point x° + i0, il existe une fonction f (z) = (2: — 2, +i)"1... 
….. (Zoo — 25, + ii) 16€ O (T) NC (T) dont le module atteint son 
maximum en ce point. Donc la frontière de Chilov du domaine T 
est aussi son squelette. 


Théorème 7 (Liouville). Si une fonction f est holomorphe et bornée 
dans C”, elle est constante. 


> Comme dans le tome 1 ceci résulte des inégalités de Cauchy. 
La fonction f se développe en une série entière multiple 


f (2) — > Ch2" 
|Rk[—=0 
convergente dans tout polydisque {|| z [| << r}. Si | f (2) | M pour 
tout z, les inégalités de Cauchy (6), où r, =....—=7r, =r, nous 
donnent |c, | M/rlkl pour tout r. En faisant tendre r—+ co, on 
trouve que c,; = 0silk|[=k, LL... +%k, > 0,i.e.f (z) = co < 


Théorème 8 (Weierstrass). Si une suite de fonctions f, € © (D) 
converge uniformément vers une fonction f sur chaque sous-ensemble 
compact de D, alors f E © (D) et pour tout k = (k,, ..., kn) 


a'Àlf, alkl ; 
dzk ne CP (8) 
sur tout K Œ D. 


> D'après le théorème du n° 23, tome 1, la fonction f est holo- 
morphe par rapport à chaque variable en tout point z € D et puisque 
de toute évidence elle est continue dans D en l’ensemble des varia- 
bles, la remarque qui suit le théorème 3 nous dit qu'elle est holo- 
morphe dans D. Il suffit de démontrer la deuxième partie du théorè- 
me pour un voisinage d'un point arbitraire z° € D et la dérivée par 
rapport à une variable z.. 

Considérons un polydisque U = U (2%, r) € D et utilisons la 
formule de Cauchy en vertu de laquelle en tout point z2E€ U 


Ofu ôf De 1 \ Ju (&)—f (5) 


= RE 0 
On es Gui | TD (1) 


3—0848 
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où l est le squelette de U. Vu que f,— f uniformément sur F, pour 
tout e > Oil existe un up, tel que [| f, — f Ir < e pour tout u > po. 
Si À € U, on déduit de (9) pour tout zEKet un > M 


| Ofu _ df < £ (27)"r,...rn 
Ozy Oz (2x) min IE—z:l tv —cvl ? 
2€K, LET 
— of 5) : 
d'où il s’ensuit que 7 — <L uniformément sur X. 
QU AU 


En conclusion de ce numéro prouvons un lemme relatif à la 
dépendance holomorphe des intégrales par rapport au paramètre. 


Lemme. Soient y,:6, — &, (t) une courbe rectifiable dans un plan 
Eu Uu=1, ..., M, VY=VY X ... X Ym, D un domaine de C”, 
L = (Un, - . ., Om) € 3 = (21, . .., Zn). Sè une fonction g (&, z) est 
continue sur y X D, holomorphe par rapport à z dans D pour tout 


GC E yet possède des dérivées partielles continues ZE, l'intégrale 
2v 


c= la... (et pd=(s@ a (40) 


Y: Vm Ÿ 
est holomorphe dans D et 
0G g(£. = 
= | EE dr, v=i, ....n. (11) 
: 


> Pour tout z2E€ D choisissons r > 0 tel que le polydisque 
U (z, r)E D. Soient |h, | ret k = (0,...,h,,..., 0) E C' un 
vecteur dont les coordonnées sont toutes nulles à l'exception de la 
v-ième. On a 
HE (CG+n—G (= Et 2+0)—8( 2 dt= 


v 


«1 
Q 


=( à 2 EE 46. 


Ozy 
v Q 
donc 
dg(£, z 
{CG +0—6()— | EE 4 
V 
Î 
_ dg(&, z+6h)  dg(, 2) 
« dé (ER — EE }d8. (12) 


Puisque à z fixe 2 Q +0 est uniformément continue sur 


l'ensemble compact y X [0, 1], pour tout e > 0 on peut choisir 
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un ô >> 0 assez petit pour que 
Og(£, 2+ 0h) _ Jg(S, :) 
02, dzy 


pour tout (&, 80) Ey x [0, 1] et | k | < 6. 

Donc en estimant successivement les intégrales du second mem- 
bre de (12), on trouve que le premier membre de cette égalité est 
inférieur en module à £& |Y1 |: lYm | pour | À | << 6. Par consé- 


quent, toutes les dérivées partielles a existent en chaque point 
z ED et sont définies par les formules (11). 


<< E 


6. Théorème fondamental de Hartogs. On se propose de prouver 
un théorème évoqué déjà au n° 3 et en vertu duquel une fonction 
holomorphe par rapport à chaque variable est holomorphe par rapport 
à l’ensemble des variables. On a vu au n°5 que pour établir ce théo- 
rème il suffit de montrer que toute fonction holomorphe par rap- 
port à chaque variable est continue en l’ensemble des variables. 

La démonstration passe par celles de quelques lemmes. Le pre- 
mier d’entre eux affirme qu'il suffit de prouver seulement que la 
fonction envisagée est bornée. Pour ce faire nous aurons besoin du 
lemme de Schwarz sous une forme un peu plus générale que colle 
du n° 37 du tome 1. 

Soit une fonction holomorphe dans un disque U, = {|[z|<r}e 


c C, nulle en un point z, € U, et telle que | q | M partout dans U,. 
Alors 
lp (1 Ar El (1) 
— 295 
partout dans. U, (pour r = M = 1 et z, = 0 on obtient l'énoncé 
ordinaire). 


Pour prouver ceci prenons une transformation homographique de 
U, sur le disque unité U: 


13 
tr? 


désignons par À”! la transformation inverse U— U, et considérons 
la fonction 1 — _ pot, Cette fonction satisfaisant aux conditions 


du lemme ordinaire de Schwarz, on a | (2) |<|z| partout 
dans U. En remplaçant z par À (2), on obtient l’inégalité (1). 


Lemme 1. Si une fonction f est holomorphe par rapport à chaque 
variable z, dans un polydisque U = U (a, r) *) et bornée dans U, elle 
est continue en l’ensemble des variables en tout point de U. 


*) Ceci exprime que pour tout a € U et tout v = 1, ..., n la fonction 
f (Gus - + +, Gyns 2yr y sir + + + En) de la variable z: est holomorphe dans le 
disque {|z, | <<r,}eC 
ae 
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b- Soient 2°, z € U des points arbitraires. Représentonsl’accrois- 
sement de f par la somme des accroissements par rapport à certaines 
coordonnées 


n 
f@—-f(@)= 2 U (ft Es, cad 


— f(z;, ... AVE Zy+4 CCE Zn)} (2) 


et traitons le v-ième terme comme une fonction ®, de la variable z, en 
fixant les autres valeurs des arguments. Si | f [ 4/2 dans U, la 
fonction æ, satisfait aux conditions du lemme de Schwarz dans 
l'énoncé ci-dessus et en appliquant l'inégalité (1) à chaque terme de 
la somme (2), on trouve que 


a 


|zv — 29, 
|f (2) Î (z ES Na ry Ir£ 22, 


D'où la proposition annoncée. < 

Pour prouver le théorème de Hartogs, il reste donc à montrer 
qu’une fonction holomorphe par rapport à chaque variable est 
bornée dans un polydisque de centre a. Remarquons que le fait que 
la fonction f est bornée dans un polydisque pas forcément de centre a 
résulte de la seule continuité de f par rapport à certaines variables. 
Ce fait constitue le lemme d’Osgood : 


Lemme 2. Représentons un polydisque U—={z2EC": I|z| < AR} 
par le produit de ‘'U—={'2€C"-t: |[|’z|[ << R)*) par un disque 
U, = {zh EC: |: | KR}. Si une fonction f (‘z, z,) est continue en 
*z dans 'UÜ pour tout z, E U, et est continue en z, dans U, pour tout 
‘z EU, il existe un polydisque W = "W X U,C U dans lequel j est 
bornée (cf. diagramme de Hartogs sur la figure 6). 


D Pour un ‘’: fixe de ‘U posons 


M (2) = max | f (z, z,) | 
:n E Un 
et considérons les ensembles £,, — {‘z2E€'U: M(z)< m}. Ces 
ensembles sont fermés, carsi’ÆM EE, (u = 1, 2, ...) et "zH)— "2, 


alors ‘z CE, aussi (en effet, | f (2H), z,) | m pour tout z, EU, 
en vertu de la continuité de f en ’z, donc |f (’z, z,) | m pour tout 


Zn EU, i.e. M (7) m). Il est évident que les £,, forment une sui- 


te strictement croissante et tout point ‘z € ’U appartient à tous les 
Eh à partir d’un certain rang. 


*) On rappelle que ’z = (z,, .- -., :n-1) est la projection de : € C7 sur C"-1, 
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Il existe un ÆE;,, contenant un domaine ‘GC ’U. En effet, dans 
le cas contraire tous les £,, ne seraient nulle part denses, et il exis- 
terait dans ‘U une boule BC C"-1 ne contenant aucun point de E;, 
dans B!, une boule B? ne contenant aucun point de E., etc. La suite 
de boules B* = C"-1 possèderait un point commun ’z# €’U qui 
n’appartiendrait à aucun Æ,. 

Donc il existe un domaine ’G dans lequel | f (’z, z,) | M pour 
tout z, E U,. Reste à choisir dans ‘G un polydisque ’W — 
—{'z:||'z—"'2]<r}) et alors |[f|I< M dansW='WXU,. 4 


Pour prouver que f est bornée dans le polydisque de centre a il 
faut se servir de l’holomorphie par rapport aux variables considé- 


Fig. 6 Fig. 7 


rées séparément. À cet effet nous aurons besoin d’un lemme de 
Hartogs s'appuyant essentiellement sur les propriétés des fonctions 
subharmoniques. Pour l’énoncer introduisons les notations suivan- 
tes: "V = Ula, R), ‘W=U ('a, r) (r et R sont des scalaires, 
TR), Ur = {la lI<R}, V= VXU,,  W='WXxU, 
(fig. 7). 

Lemme 3. Si une fonction f (‘z, z,) est holomorphe par rapport 
à ‘z dans ‘V pour tout z, € U, et holomorphe par rapport à z dans W, 
elle est holomorphe dans le polydisque V tout entier. 

D Sans nuire à la généralité on peut admettre que ‘a = ‘0. 


Pour tout z, € U, fixe et tout ’z E ’V la fonction f se représente 
(puisqu'elle est holomorphe par rapport à ‘z) par une série entière 


38 FONCTIONS HOILOMORPHES DE PLUSIEURS VARIABLES [CH. I 
nn 
convergente 
Le »] 
f&)= À cc) (at. (3) 


où À = (k,,..., k,_1). Les coefficients de cette série 


1 ol*l; (0, 23) 
CRE) = + QE 


sont holomorphes dans le disque VU, en tant que dérivées d’une fonc- 

tion holomorphe par rapport à z, (le point (0, z,) € W). Donc les 
4 | 

fonctions TE In | cx (Zn) | sont subharmoniques dans U,. 


Choisissons arbitrairement un nombre p << R; puisque pour 
tout 2, EU, 


| Ch (Zn) |pl*l —+ 0 

lorsque | À [— ©, ilexiste pour tout z, € U, un |k]| à partir duquel 
mrin den Gn) | + in p< 0, i.e. 

lim sup—l In Je, (2) in +. (4) 

1-0 La p 

Utilisons maintenant l’holomorphie de f dans W: f est bornée 

dans W (pour fixer les idées, | j/ | 47) et les inégalités de Cauchy 
| Cx (2h) Ir M ont lieu pour tout z, E U,. Donc pour tout 
Zn EU, et tout |Æ| 


1 MUR ; 
Tr 0 leu Gr) ——<AÀ. (9) 


Les fonctions subharmoniques envisagées satisfont par consé- 
quent aux conditions du théorème de la limite supérieure (n° 3 de 
l'Annexe du tome 1). D'après ce théorème, pour tout © << p on peut 
trouver un rang À, tel que pour tout | À | >> k, et tout :,, | z, | ©, 


l'on ait in | Cr (Zn) | In, i.e. 


| Cr (ën) | OM << 1. 


J1 s'ensuit de là que la série (3) converge uniformément dans tout 
polydisque U (0, o’), &’ 0, mais les termes de cette série sont 
continus par rapport à z, donc sa somme f est aussi continue et par sui- 
te bornée dans U (0, &’). On peut admettre que ce polydisque est aussi 
proche que l’on veut de V et puisque dès le départ on pouvait légère- 
ment élargir *) V, la fonction f est bornée, et par conséquent holo- 
morphe dans V d'après le lemme 1 et la remarque du n° 5. 


*) Dans les conditions du lemme- la fonction est holomorphe dans des poly- 
disques fermés. 
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Tous les éléments sont réunis pour la démonstration du théorème 
fondamental. 


Théorème de Hartiogs. Si une fonction j est holomorphe par rapport 
à chaque variable z, en tout point d'un domaine DE C", elle est holo- 
morphe dans D. 

> Il suffit de prouver l’holomorphie de j en un point arbitraire 
z ED. Sans perdre en généralité on 
peut admettre que z° = 0. Supposons 
que f est holomorphe par rapport 
à chaque variable dans un polydisque 
U (0, R) et prouvons qu'elle est holo- 
morphe dans un polydisque de centre 0. 

Raisonnons par récurrence sur le 
nombre des variables complexes. La 
proposition est triviale pour une seule 
variable. Supposons qu'elle est vraie 
pour une fonction de z — { variables 
el posons ‘U = U (0, R/3). De l’hy- 
pothèse il s'ensuit que la fonction 
f (Z, 3h) est continue en ‘’z dans ‘U 
pour tout 2, EU, = {|z, | R} Fig. 8 
et en z, dans ÜU, pour tout 
’z EU. D'après le lemme d’Osgood la fonction f est bornée, donc 
holomorphe dans un polydisque W— "WXxU,,où'W=U (ar) 
G'U (fig. 8). 

Considérons maintenant le polydisque V = ’V x U,, où °V — 


= U('a, ZR ]: Il est évident que VS U (0, R), donc fest holomorphe 


par rapport à ‘z dans ‘V pour tout z, € U, et, d’après ce qui vient 
d'être prouvé, par rapport à z dans W. D’après lelemme de Hartogs 
il s'ensuit de là qu’elle est holomorphe par rapport à z dans le poly- 
disque V qui contient déjà le point z = 0. Donc cette proposition 
est prouvée pour les fonctions de nr variables. 

Voici un autre énoncé du théorème de Hartogs. 

. dira qu’une fonction est Riemann-holomorphe en un point 
a EC" si 

(R) elle est holomorphe par rapport à chaque variable z dans un 
polydisque U (a, r). 

On dira qu’une fonction f est Weierstrass-holomorphe en un 
point a € C” si. 

(W) elle se développe en la série entière 


SES > Ch (z—a)* 


kI=0 
dans un polydisque U (a, r). 
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L'implication (W) =- (R) est évidente, l'implication (R) = (W) 
constitue le théorème fondamental de Hartogs. On peut donc le 
formuler ainsi: 

La Riemann-holomorphie et la Weierstrass-holomorphie sont équi- 
valentes. 


$ 3. Développements en séries 


Nous étudions ici les principales questions liées au dévelop- 
pement des fonctions holomorphes en séries. 


7. Séries entières. Nous avons montré au n° 5 que toute fonction 
holomorphe dans un polydisque U (a, r) pouvait être développée 
en une série entière multiple de centre a. Il se pose aussitôt le pro- 
blème de l’ensemble de convergence d’une telle série. Par analogie 
avec les fonctions d’une seule variable on voudrait espérer que cet 
ensemble fût un polydisque complété d’un ensemble de points fron- 
tières. Mais les exemples mêmes les plus simples ruinent cet espoir. 


Exemples. 
4. L'ensemble de convergence de la série entière 


= Da (1) 
u=0 
(u est un indice scalaire) est un domaine complet de Reinhardt 
{lzzs 11} de ©. 
. L'ensemble de convergence de la série 


_ k +12) x, 
TETE > 7; (2) 
A |=0 


est le bidisque {| z, | << 1. | :; | 1} complété de la droite comple- 
xe {z, = 0}. 
Le problème se simplifie si l’on ne considère que le noyau ouvert 


de l’ensemble de convergence, c’est-à-dire l’ensemble de ses points 
intérieurs. 


Définition. On appelle domaine de convergence d’une série entière 


oc 


D cu(z—a) (3) 
110 


le noyau ouvert $ de l’ensemble S des points : € C" en lesquels 
cette série converge quel que soit l’ordre de ses termes. 
Le lemme d’Abel (n° 5) entraîne le 
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Théorème 1. Si un point z° est contenu dans le domaine de conver- 
gence $ d'une série (3), le polydisque fermé U — {z € C': |z, — 
—a,|< 129 — a, |} appartient aussi à Set la série (3) converge abso- 
lument et uniformément *) dans U. 


> Puisque 2° € S° et S est ouvert, il existe un point LE S 
tel que |, — a, |>|2$ — a, |, v = 1, ..., n, et la série ( 
converge en ce point. Comme UÆ{zEC": |z — a, | < | . — 
—a, |, la série (3) converge absolument et uniformémenÿ dans (’ 
d’après le lemme cité. < 

Le théorème 1 peut encore s’énoncer comme suit: le domaine de 


—” 


convergence S de la série (3) est un domaine de Reinhardt complet de 
centre a. Donc dans le cas de fonctions de plusieurs variables, les 
domaines de Reinhardt complets jouent le même rôle que les disques 
pour une seule variable. Cette analogie est soulignée par le 


Théorème 2. Toute fonction f holomorphe dans un domaine de Rein- 
hardt complet D & C" de centre a se représente dans D par la série 
entière 


C0 


fG)== D cx(z2— a}. (4) 
Ik1=0 


D Soit z° un point quelconque de D. Alors le polydisque U — 
= {| - a |[<|4 -al}ED ed’ après le théorème 2dun°5 
la fonction f se développe dans Ü par une série entière de centre a. 
Les coefficients de cette série se calculent à l’aide des dérivées de f 
en a, donc ils sont confondus avec c;:, i.e. ce développement est 
confondu avec (4). 4 


Il est naturel de se demander si tout domaine de Reinhardt com- 
plet est domaine de convergence d’une série entière. La réponse est 
négative, car comme nous allons le montrer les domaines de con- 
vergence jouissent d’une propriété subsidiaire. 

Définition. Désignons par 

2 (z) = (n]z, |, ..., In ]2z, |) (3) 
une application d’un ensemble {z € C”: z, ... z, — 0} dans l’es- 
pace R”". On appellera image logarithmique d’un ensemble Mc C” 
l’ensemble M * = À (M), où Mo= {2EM:2...7, 0} Un 
ensemble M est dit logarithmiquement convexe si son image logarith- 
mique * est un ensemble convexe dans R”. 


*) Du théorème 1 il résulte que l'ensemble $ est connexe : deux quelcon- 
ques de ses points peuvent être reliés au centre (donc l'un à l’autre) par une ligne 


polygonale contenue dans S. Comme S' est de surcroît ouvert, on en déduit que 
c'est un domaine. 
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Exemple. L'ensemble M € C° dont le diagramme de Reinhardt 
a (M) est représenté sur la figure 9, a n’est pas logarithmiquement 
convexe ; son image logarithmique À (1) *) est représentée sur la 
figure 9, db. On obtient l'enveloppe logarithmiquement convexe 
de M (i.e. l’intersection de tous les ensembles convexes conte- 
nant VW) en envisageant l'image réciproque de l’enveloppe convexe 


A 


IZ1 121 =rR 


a) 


Fig. 9 
de l’ensemble À (1). Le diagramme de Reinhardt d’une telle enve- 


loppe M L diffère de & (M) d’un segment limité par la portion d’'hy- 
perbole | z, || z: | — rR (représentée en pointillé sur la figure 9). 


Théorème 3. Le domaine de convergence S d'une série entière (3) est 
dogarithmiquement convexe. 


> Sans perdre en généralité on peut admettre que a = 0. Il 


faut démontrer que S* = À (S) est un ensemble convexe. Supposons 
que In |z |, In |z”|E S* et soit un point z € C” tel que In | z | — 
=tin]z |+{A{—t)Infz"|,0<1<1,ie |[z|—=12 |‘1z"|1-t 


La série (3) converge en z’, z”, car z',z”€S, donc ses termes sont 
bornés: |cx (2) | M,, |cx (2”)* | A1, Mais dans ces condi- 
tions |cx2* | = | cz (2X [ex (2°) |! << MM", ie. les termes 
de la série (3) sont bornés au point z. L'ensemble S étant ouvert, ce 
raisonnement est valable pour les points voisins de z’ et z”, donc les 
termes de la série (3) sont bornés en tous les points voisins de z. 


D'après le lemme d’Abel, on déduit de là que z€ S. "| 


On montrera dans la suite que cette propriété subsidiaire caracté- 
rise déjà le domaine de convergence : tout domaine de Reinhardt com- 
plet logarithmiquement convexe est le domaine de convergence 
d’une série entière (cf. n° 40). 


*) Pour alléger l'écriture, on écrit Z. (.#) au lieu de À (M. 
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Signalons maintenant une importante circonstance. Considérons 
un domaine de Reinhardt complet mais non logarithmiquement 
convexe (pour fixer les idées, celui de l’exemple ci-dessus). D'après 
le théorème 2, toute fonction f € © (D) peut être développée par une 
série entière. Mais d’après le théorème 3 le domaine de convergence 
de cette série est logarithmiquement 
convexe, donc cette série converge 
au moins dans l'enveloppe logarith- 


miquement convexe D, du domaine 
D. La somme de la série est le pro- 


NE 
— 


longement analytique de f de D à D. 
Nous observons un effet qui distin- 
gue fondamentalement le cas multi- 
dimensionnel du cas plan: alors que 
dans C! tout domaine est domaine 12,1 
d'holomorphie d’une fonction (cf. g 
n° 46, tome 1), dans C”" (n> 1) il Fig. 10 
existe des domaines dans lesquels tou- 
te fonction holomorphe se prolonge 
automatiquement à un domaine plus large. Au chapitre III on étu- 
diera en détail ce prolongement analytique obligatoire. 

Exhibons maintenant une méthode plus constructive de descrip- 


tion du domaine de convergence S de la série entière (3). Ce domaine 
est composé de polydisques appelés polydisques de convergence. 
S'agissant par exemple de la série (1), le domaine de convergence est 


$ — {z EC?: |[zz2 | 1} et les polydisques de convergence 
{l An | Lry 12] < 2}, 0 <r, << œ (fig. 10). Plus exactement, 


IZ,L 1ZÙ = 1 


Définition. On dit qu’un polydisque U (a, r) est un polydisque de 
convergence d’une série (3) si US mais dans tout polydisque 
fz2EC": |, — a, |<rs}, oùr,>r, (v =1,...,nr)et l’une au 
moins des inégalités est stricte, il existe des points en lesquels la série 
(3) diverge. Les rayons r, de ce polydisque s'appellent rayons de con- 
vergence conjugués. 


Théorème 4. Les rayons de convergence conjugués de la série (3) 
satisfont à la relation 


lim sup [c;|r*=1 (6) 


[R| 00 
(l'analogue multidimensionnel de la formule de Cauchy — Hada- 
mard). 


D» Posons z — a -- br, CE C (i.e. :, = a, + Ür,); pour | | < 
<< 4, le point z appartient au polydisque de convergence VU, la sé- 
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rie (3) converge absolument dans Ü et en regroupant les termes 


Le ŒC 
k 
D Lel(—a}= D ere D CS letrt)t 
Ue=0 Riu 


ds 


IRI=0 1k1=0 
on obtient une série entiere de & convergeant pour | ËÊ | << 1. Cette 
série diverge pour | 6 | > 1, car sinon elle convergerait dans un 
polydisque contenant U d’après le lemme d’Abel du n° 5. Donc 
d'après la formule de Cauchy — Hadamard pour les séries d’une 
seule variable 

lim sup V Ÿ Jelrt=t. (7) 
ji — 00 lk]=pu 
Dans le groupe de termes de la série (3) avec | k 


choisissons le terme maximal |c, |r" — max |c, 
1kI=H 


— u donnés, 
| En se 


servant de l'estimation évidente 
CA m< à or <(u+ 1)" lent r” 
—h 


et du fait que (u + 1)7/# — 1 lorsque 1 —> co, on peut mettre (7} 
sous la forme 


limsup/lelr"=1 
ju 00 
qui est équivalente à (6). 
La relation (6) qui peut être représentée par l'équation 
Dr: 7): =0 (S) 
entre les rayons de convergence conjugués de la série (3) définit la 
frontière du domaine & (S) qui représente le domaine de convergence 


$ sur le diagramme de Reinhardt. En portant r, — ef dans (8) on 
obtient l'équation 
LA (Er . En) = 0 (9) 


de la frontière À (S) de l’image logarithmique $ d’un domaine con- 
vexe dans l'espace R”. 


8. Autres séries. La théorie des fonctions de plusieurs variables. 
complexes étudie des séries autres que les séries entières. Les plus im- 
portantes d'entre elles sont les séries de Hartogs. Considérons la 
série entière 

co 
k 
Cx(z— a) (1) 
1k]=:0 
et en un point arbitraire z de son domaine de convergence S regrou- 
pons les termes de cette série en les rangeant suivant les puissances. 
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d'une différence z, — a., disons la n-ième (ceci est licite en vertu 
de la convergence absolue). Nous obtenons la série 


_ Eu (2) (Gen — an)" (2) 
(u est un indice scalaire) dont les coefficients g, sont holomorphes 


dans la projection ‘S du domaine S sur l’espace C"-!. 
A noter que cette permutation des termes peut conduire à une 
extension du domaine de convergence. Par exemple, la série entière 


1 NE 7 
A2) 2: 212, 


converge dans le bidisque { | z | << 1, | z: | << 1}. Après permuta- 
tion des termes on obtient la série 


œ oc œ ue 

k ” 
Y» D 2e ] 4 = > 1 , 
u—0 hkjy=e=0 u—0 


dont le domaine de convergence est {|z, | 1, |z2: << 1}. 


Définition. Une série (2) dont les coefficients g, sont des fonc- 
tions holomorphes de ’z — (2, ..., z1,) s'appelle série de Hartogs 
de plan des centres {z, — a,}. On appelle domaine de convergence de 


cette serie le noyau ouvert À de l'ensemble des points ('’z, z,) tels 
que la série (2) de coefficients g, (’z) converge en z, et les coefficients 
soient holomorphes en ‘z. 


Puisque le domaine de convergence H de la série de Hartogs 
contient chaque point z° avec les points z = ('z°, z,), où |2z, — 
— En | SL 12% — an |, c'est qu’il est toujours un domaine de Hartogs 
complet de plan de symétrie {z, — a, }, i.e. un domaine de la 
forme {('z, 21): ‘z2E "D, |z, — a | <R (‘z); la fonction R ("z) 
s'appelle rayon de Hartogs *). 


*) Le rayon de Hartogs R (‘z) peut ne pas être confondu avec le rayon de 
convergence r (‘z) de la série (2) traitée comme une série entière de =, — an. 


car nous sommes passés du domaine de convergence # à son noyau ouvert H. 
La fonction r (’:) est définie par la formule de Cauchy — Hadamard 
4/r (’:) = lim sup V1 Eu (2) |, 
00 


elle peut ne pasêtre semi-continue inférieurement et l'ensemble {’z € "D: | z1— 
— an] <r (’z)} ne sera pas alors ouvert. Il est aisé de voir que R est la régu- 
larisée semi-continue inférieurement de r 


R (z) = lim infr('é). 
T2 
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Les domaines de ce type sont pour les séries de Hartogs ce que les 
domaines de Reinhardt sont pour les séries entières. On a en parti- 
culier le 


Théorème 1. Toute fonction f holomorphe dans un domaine de 
Hartogs complet D de plan de symétrie {z, = a, } se représente dans D 
par une série 


f@)= 2 gu (2) en — an)" (3) 


dont les coefficients sont holomorphes dans la projection‘ D de D sur C"”t. 


> Le domaine D contient avec chaque point 2° un polydisque 
U ="'U X U,, où ‘Uc C”"-lest un polydisque assez petit dont le 
centre ’z° est la projection du point 2°, et U,c C un disque de 
centre a, contenant le point z,. Dans Ü la fonction f est holomorphe 
par rapport à z, pour tout ’z € ‘’U, donc elle se développe en une sé- 
rie (3) de coefficients 


1 éBÿ(z, an) 
ul zh 


Eu (2) = : 

Ces coefficients sont toutelois définis et holomorphes non seule- 
ment dans ‘ÜU, mais aussi dans la projection ‘D tout entière du do- 
maine D, donc le développement (3) est valable dans le domaine D 
tout entier. < 


Par ailleurs, tout domaine de Hartogs complet n'est pas le do- 
maine de convergence d’une série de Hartogs : au n° 40 on montrera 
que le domaine de convergence est caractérisé par une propriété 
subsidiaire concernant le rayon R ('z). 

Décrivons brièvement les analogues multidimensionnels des sé- 
ries de Laurent. 


Théorème 2. Toute fonction f holomorphe dans le produit des couron- 
nes circulaires II = {26€ C": r,<12,—a;|<R, } peut être 
représentée dans Il par une série multiple de Laurent 


Ces) 


1G)= 2, (G—a. (4) 
dans laquelle la sommation est étendue à tous les vecteurs entiers k — 
— (k,,...,k,) et Les coefficients c, sont définis par la formule 

. f (©) do 
DS LES S 


où Test le produit des cercles v,: &, = a, + peï (v —=1,...,n: 
Ty LPyLR,; OLIS 27). | 
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> Le développement (4) s'obtient de la manière habituelle: on 
choisit pŸ de telle sorte que (px, pi) € (r., R+) et on représente la 
fonction f dans le produit des couronnes {p;< | 2, — a, | pÿ} 
par la formule intégrale de Cauchy 


de. Ç f(O dé 
FO = ur DE. (6) 
E r£ 
Ici e=(£;. ...,€e,) est une collection de + et de —, T° = y; 


. Xp, Où vé={lé,—a,|—p{v} est un cercle orienté dans 


le sens positif si e, — + et dans le sens négatif si &, — — ; la som- 
mation est étendue à toutes les collections e de r» signes. On dévelop- 


e 4 e # Ld 0 e LD 
pe ensuite —— en une progression géométrique, on integre terme 
Len 7 de 


ts 


à terme et on remplace les intégrales étendues à y. * par des intégrales 
étendues à y, (en changeant le signe si 8, — —). 


Les domaines de convergence des séries de Laurent (4) sont visi- 
blement des domaines de Reinhardt. Par ailleurs, si le domaine de 
convergence contient un point z° de coordonnées z$ — a,, le dévelop- 
pement (4) ne pourra pas contenir de puissances négatives de z, —a,, 
i.e. il sera un développement de Taylor pour cette puissance. 
Donc les domaines de convergence des séries de Laurent sont des 
domaines de Reinhardt dits relativement complets. Un domaine de 
Reinhardt est relativement complet si pour v fixe soit il ne coupe 
pas le plan {z, — a,}, soit contient avec chaque point 2° tous les 
points z tels que | z, — a, | | 2 — a, |, les autres coordonnées 
étant les mêmes que celles de 2° (cette condition est remplie pour 
tous les w). 

Donc si un domaine de Reinhardt ne coupe aucun plan {z, = a,}, 
la condition de complétude relative n’entraîne aucune restriction, 
par contre, l’intersection avec chacun de ces plans implique une 
condition supplémentaire. 

De même que pour les séries de Taylor on démontre que les domai- 
nes de convergence des séries de Laurent sont logarithmiquement 
convexes. Toute fonction f holomorphe dans un domaine de Rein- 
hardt relativement complet D se représente dans D par une série de 
Laurent (4) (et cette représentation est le prolongement analytique de 
f à l'enveloppe logarithmiquement convexe de D si D n'est pas 
logarithmiquement convexe). 

On peut envisager un autre analogue des séries de Laurent. Plus 
exactement, toute fonction f holomorphe dans un domaine de 
Hartogs de la forme {2 € C": "2€ "D,r(z) << |z1 — an | <R (2)}, 
où "D est un domaine de C”-! peut être représentée dans ce domaine 
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par une série de Hartogs — Laurent 


fE)= 2, gu (2) (en — an)" (7) 
où £g, EO ('D). Les domaines de convergence de ces séries sont 
caractérisés par des propriétés subsidiaires concernant les rayons 
r (‘z) et R (‘z) qui seront exhibées au n° 40. 

Arrétons-nous en conclusion sur les séries de polynômes homogè- 
nes. On dit qu'un polynôme p, (z) est homogène de degré v si 
PAZ) =À"p, (z) pour tout À EC et tout z € C”. Les séries de polynômes 
homogènes s'’obtiennent à partir des séries entières par permutation 
des termes: 


14 8 


ae D CE c)= D pe) 6) 


v=0 lkI=v 


(v est un indice scalaire). Comme dans le cas des séris de Hartogs, 
cette permutation peut conduire à une extension du domaine de 
convergence: nous allons voir que les séries de polynômes homo- 
gènes convergent dans des domaines de classe plus générale que 
les séries entières: 


Théorème 3. Toute fonction f holomorphe dans un domaine circu- 
laire complet D de centre z = O peut être développée dans D en une 
série de polynômes homogènes 


© 


f@= 2 p, (2 (9) 
où p, est composé des termes c,z* du développement de Taylor de f en 0 
tels que | k | = v, et la série converge uniformément sur des sous-en- 


sembles compacts de D 


> Soient z € D {0} et w = 7/2]. La droite complexe E — 
= Àw, À EC, passe par le point z et coupe D suivant le disque 
{14: |A | << R (w)}. Puisque 0 € D, la série 


fO= 2 œtt= 2 p,() 


IR|=0 


converge dans un voisinage de l’origine et la restriction à la droite 
complexe {6 — Àw} nous donne 


p(À)= f (A0) — 2 Py (A&) = 2 P,(@) À”. (10) 


Vu que fEO© (D), la fonction @ est holomorphe dans le disque 
{|A |< R (o)} et le développement (10) est son développement 
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taylorien. La série (10) converge dans ce disque et comme |z|< 
< R (wo) et = = |z | w, la série (9) converge au point z. 

Si maintenant À = D, il existe une fonction r (w), 0 << r (w) << 
< R (w), et un nombre g, 0 << g< 1, tels que pour tout z € K l'on 
a |: | gr (w). où © = 2/|z |. Donc pour tout z € X 


[ps () | = ps (0) 112 [<< | p, (o) | r° (o) gv. (11) 


Mais la formule intégrale des coefficients du développement taylorien 
nous donne 


f (AO) 
Py (o) = = _ AVF1 dÀ, 
A l=r(&) 
d'où en se servant du fait que l’ensemble {Aw: | À | = r (w)} € D, 


donc que | f (Âow) | M, l’on déduit que |p, (@) < Mr" (©) (les 
inégalités de Cauchy pour les coefficients de la série de Taylor). En 
portant ceci dans (11), on trouve que | p, (z) | Mq* pour tout 
z € K. Comme 0< g<1, ceci prouve que la série (9) converge uni- 
formément sur X. < 


Remarquons que tout domaine circulaire complet n’est pas le 
domaine de convergence d’une série de polynômes homogènes: la 
situation est la même que pour les domaines et séries de Hartogs. 
Ceci ressort du fait que la transformation (’z, z,)—- (‘w, z,), où w, — 
= 2/2, (V=1,..., nr — 1) d'un domaine circulaire dans un do- 
maine de Hartogs transforme le développement (9) en 


£ ('w, Zn) = ('Lzns Zn) 2 Pv ('w, 1) Zn 


i.e. en le développement de Hartogs de l’image de la fonction f. 
Citons en conclusion l’analogue radial du théorème fondamental 
de Hartogs démontré par Forelli en 1978. 


Théorème 4. Si une fonction f définie dans la boule unité BE C" 
est holomorphe sur l'intersection de B avec chaque droite complexe L pas- 


sant par le point z = 0 et est de classe C” au voisinage de 0, elle est 
holomorphe dans B. 


D Soit z € BK {0} un point arbitraire. De l’holomorphie de la 
fonction f sur la droite complexe passant par les points z et O il 
s'ensuit que 


fa) =f 0)+ © Fa (a) (12 


et de plus la série du second membre converge absolument et unifor- 
mément dans le disque fermé {| À | 1}. De là on déduit que la sé- 
rie des modules | F, (z)] est convergente, donc pour | z | 1 est 


4—0848 
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définie la fonction 


F (2) 2 F, (2). 


Pour tous À et u appartenant au disque unité UC C on déduit 
de (12) les deux développements suivants: 


f Que) =f(0)+ 2 Fa (Aajp* = f (0) + 2 Fa (2) Afp#, 


qui en vertu du théorème d'unicité du développement en série entière 
entraînent les identités 


Fr, (Az) —= MF, (2), k — {, 2, Sd rs (13) 
D'après le théorème de Cauchy pour les coefficients de la série (12) 
| À 
Ro=S | Fa 


{lAI= 1) 


et puisque par hypothèse la fonction f est de classe C°” dans une 
boule B, = {|z|}<r}, cette formule implique que F; (z) = 
—0 (121) lorsque z— 0. 

La formule de Taylor pour les fonctions indéfiniment différen- 
tiables nous donne pour tout z2€B, 


Fi (= 2, Pav(e)+lal"v (2). (14) 


où P,, est un polynôme de z et z de degré u en z et v en z, et y (2) — 
— 0 lorsque z— 0 (les termes inférieurs de la formule disparaissent car 
Fr (z) = 0(]1z [*). En portant ceci dans (13) on obtient l'identité 
D PR GAE + lp À Pas() +242 ftp (c), 
H+v=R U+v=R 
(15) 
qui est valable pour tout z € B, et | À | 1. En particulier, si 0 < 
<< À << 1 cette identité entraîne y (Az) = y (z), d’où l’on déduit que 
y () = 0 dans B, lorsque À —+ 0. Mais alors grâce au théorème d'’u- 
nicité du développement en série entière on voit sur (15) que P,, = 0 
pour v > 0 et de (14) il s'ensuit que F, (z) — P:, (z) sont des poly- 
nômes de z, i.e. des fonctions holomorphes non seulément dans B, 
mais partout dans C”. D'après le théorème 3 la série des F} 
converge uniformément sur les sous-ensembles compacts de B et 
le théoréme de Weierstrass nous dit que F € © (B). Mais de (12) il 
s'ensuit que f (z) = f (0) + F (z) pour À = 1, donc fE © (B). 


Remarquons que dans ce théorème la condition d'infinie diffé- 
rentiabilité de f au voisinage de l’origine est essentielle : la fonction 
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z+2z,/| z | est de classe C*, est holomorphe sur chaque droite com- 
plexe passant par l’origine, mais pas dans C° tout entier. 


% Comment le théorème de Forelli se modifie-t-il si outre l’infi- 
nie différentiabilité de la fonction f au voisinage de l’origine on exige 
que f soit holomorphe uniquement sur l'intersection de B avec les 
droites complexes d'un cône ayant son sommet à l'origine? Avec 
un ensemble fini de droites complexes (passant par l’origine)? % 


$ 4. Applications holomorphes 


9. Propriétés des applications holomorphes. Soient D un domaine 
de Cet f — (f1, - - ., fm): D— C". On dit que cette application 
est holomorphe si toutes ses composantes f, (u — 1, ..., m) le sont 
dans D. En particulier, si DE C, f s'appelle courbe holomorphe. 

Si U est un voisinage d’un point z EC’'etf: U— C", une applica- 
tion holomorphe, pour tout vecteur k € C" de module | = | assez pe- 
tit on a la relation 


f (+ h) = f () + df (k) + 0 (h); (1) 

l'application C-linéaire 
df @) =f ()kh, (2) 
où f (z) — cu} est la matrice de Jacobi et k un vecteur colonne, 


s'appelle différentielle de l'application jf en z. Un point z est dit non 
critique si le rang de f’ (z) est maximal, i.e. est égal à min (m, n). 
En particulier, pour m — n on peut envisager le déterminant 


det f” (2) — J; (2), (3) 


qui s'appelle jacobien de l'application f au point z; J, (z) + 0 aux 
points non critiques et en eux seuls. 

Utilisons la multiplication extérieure des différentielles dz, À 
A dz, qui est anticommutative (dz, À dz, = — dz, /\ dz,, en 
particulier, dz, /\ dz, = 0), associative et distributive et de plus 
on peut mettre en facteur les scalaires (complexes). Ces propriétés 
entraînent pour toute application holomorphe f:U—- C”, où UE C” 


dés A Adfn = (<È dz+ + 2 dzs) À 7 
eh ee dz+...+dz,)=J(2)duA...Adz (4) 


Zn 


et de façon analogue pour l'application conjuguée complexe 
df A... A dfa = J;(z) dz À -.. A dz. (5) 
Ces mêmes propriétés entraînent 


dz, À dz, = (dr, + idy,) À (dr, — idy,) = — 2idz, À dy, 
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et de façon analogue 


df, A df, — — 2idu, Â dv,, 


où f, — u, + iv. Donc en multipliant (4) par (5) et en effectuant 
les mêmes permutations au premier et au second membre, on obtient 


du, A .-.. À du, À du, À -.. À dv, = 
= | J, (2) dr, A... A dr, À dy À .-.. À dyx. 


Mais le rapport des produits des 2r différentielles réelles du, À\ ... 
-.. dv, et dr, À .-. /\ dy, est le rapport des éléments de 
volume de l’image et de l’image réciproque, i.e. est égale au jaco- 
bien J; de l'application f traitée comme une application réelle. On 
a prouvé le 


Théorème 1. Si f:U—>C” est une application holomorphe d'un 
voisinage d’un point z € C”, le jacobien de f traitée comme une appli- 
cation d’un voisinage de R°" dans R°”" est égal au car:'é du module du 
jacobien complexe: 


J5 () = 19; Q) À. (6) 


Ce théorème entraîne les variantes complexes des théorèmes des 
fonctions implicites et de la fonction inverse. 


Théorème 2. Soient UC C' un voisinage d'un point 2° et f:U — C' 
une application holomorphe. Si le jacobien J, (2°) =£ 0, l'application 
{ est bijective dans un voisinage VE U du point z° et l'application in- 
verse g — f"! est holomorphe au point w° — f (2°). De plus, la matrice 
g” (&) est inverse de la matrice f’ (z) pour tout z € V et w = f (2). 


> Le jacobien réel J? (z°) étant -£ O0 d’après le théorème 1, la 
bijectivité locale de f et l'appartenance de g = f-! à la classe C® 
au voisinage de w° résultent du théorème de la fonction inverse. 
De l'identité go f (z) = z qui est valable dans V, on obtient grâce 
au théorème de dérivation d'une fonction composée 


dzy << 6j of es fs 
= Y +) — Y% —0, 


où j, k—=1, ..., n. Mais % — 0, puisque f est holomorphe et 
Zk 
9f... En Ô 
det | 2 )=7; (z)5<0 si V est assez petit, donc LE TRS O0 pour 
Oh ôwy 
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tous j, v—1, ..., n. De façon A (en dérivant par rapport 
à Zr), on trouve que g’'(w) =(f" (z))"!. 

Théorème 3. Si des fonctions f1, . .., : (k << n) sont holomorphes 
au voisinage d'un point z° € C” dans lequel det . Æ 0 
(u, v—=1, ...,k), le système d'équations j, (2) =. FF (z) = 0 
admet une solution locale par rAPpors 2,4: 2% el la ‘solution z 24 = 
= Ly (Zh+ys + + <s Zn) (V = 1, ..., k) est holomorphe au voisinage du 
point (zñ41, - -., Zn). 


> Comme dans le théorème précédent, l’existence de la solution 
de ce système et son infinie différentiabilité résultent de l’analyse 
réelle. Donc au voisinage de (241, ..., 24) on a les identités 
Ju (Bar + + +» Bhr Zh+as + + «+, Z2n)=0 (u=1, . .., k) quisont différentia- 
bles par rapport àz; (G( =k<+1,...,n): 


k 
fn 8 Ofn des + Of : 
di —— EN ôz; LS EF one 82; 9 — 1, ... k. 
v—=i vai 
.. Ou fu 
Mais ————#*—0, puisque f est holomorphe et det (—— ) # 0 
02y Fe 
par hypothèse, donc 2 —=0 pour v—=1. ...,k et j—k<+i, 
D. 
es NN. 


Signalons encore une généralisation au cas multidimensionnel 
du critère d’homéomorphie locale: on a le théorème réciproque du 
théorème 2: 


Théorème 4. Soit U € C” un voisinage d'un point 2° et soit f:U — 
—+ C” une application holomorphe. Si f est bijective au voisinage de 2°, 
le jacobien J; (2°) = 0. 


> Raïisonnons par récurrence sur #7. Pour r — 1 le théorème 
a été prouvé dans le tome 1 (cf. n° 35). Supposons que J, (2°) = 0 et 
soit k (0 k< n — 1) le rang de la matrice f' Œ). Si k>0, on 


peut sans nuire à la généralité admettre que det (2 k Æ£ 0 (u, v = 


2v 

— 4,..., k). D'après le théorème 3 le système d'équations f, (z) — 
— D, ....s fr (Z) = w, admet une solution locale en z,, ..., 2, qui 
est holomorphe, donc dans un voisinage VE U pour nouvelles 
coordonnées locales on peut prendre z, = f, (z) pour v = 1,...,ket 
2, = Z, pou V=k+14, ..., n. 

Dans les nouvelles coordonnées (que nous désignerons encore 
par z,) l'application f devient w, = 2, (v — 1, ..., k), w, — 
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= f,(z) (v=k+1, ..., n) et le jacobien 


1 0... 0: 

St ée à 0 

00...1 

J,(z) = det | frs ! Ofhar dfrei | — 

1 © OZhey  ‘ Oin 

fn 0fn dfn 

021 Oh En ! 
CLÉS Ofh+a 
dZh+1 dZn 

= det ... .. . « e : (7) 

Ofn 9fn 


OZh+1 Zn 
de sorte que ce déterminant est nul n 2°. L'application f transforme 
le plan I = {2 =... — 72; — 0} à n — k dimensions en le plan 


{w, =... = wy = 0} et par suite la restriction f = (fau -- > fn)lrt 
réalise une transformation holomorphe du voisinage à nr —k 


dimensions V = V f\I1 dans C"-“. Le jacobien de cette transforma- 
tion est nul au | point (zh41, - . , 2) en vertu de (7) et f n'est pas 


bijective dans Ÿ d’ après L'hypothèse de la récurrence. Donc f non 
plus n'est pas bijective dans Y. 


Reste à traiter le cas 4 — 0 où toutes les dérivées 52 = 0 au 


point z°. Utilisons une propriété en vertu de laquelle une “fonction 
holomorphe de plusieurs variables ne peut posséder de zéros isolés: 

pour tout point z° en lequel elle s’annule, il existe un chemin d'’extré- 
mité z° sur lequel elle est nulle aussi (cf. plus bas n° 23). Puisque 
J; (2°) = 0, il existe en vertu de cette propriété un chemin y d'extré- 


mité z° sur lequel J; (z) 0. Deux cas se présentent: a) toutes les 


= £ = 0 sur une portion de y partant de z°; b) y contient un point 


aussi proche que l'on veut de z° en lequel les = 91 —+ ne sont pas toutes 


nulles. Dans le cas a) l’image de la portion Fr ÿ par |’ application Î 
est un point ; dans le cas b) il existe au voisinage de z° un point en 
lequel J; (2) = 0, mais rang f (2) =k > 0. Dans les deux cas f 
n'est pas bijective au voisinage de z° (dans le cas b) d’après ce qui 
a été prouvé plus haut). 

Les applications holomorphes sont justiciables du principe du 
maximum. Pour l’établir dans une forme assez générale appelons 
norme C-homogène dans C" une application [|| - || de C” dans R. 
telle que 1) |z+w<lIzil+llwll pour tous z, w€C"; 
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2) [Az = 1A |: 112 {| pour tout À E Cet tout z EC" ;:3) [[z || = 0 
si et seulement si z — 0. Les principaux exemples de normes C-homo- 
gènes sont les normes euclidienne et polycirculaire (cf. n° 1). 


Théorème 5 (principe du maximum). Soient D un domaine de C”, 
f:D— C" une application holomorphe, et ||- || une norme C-homo- 
gène sur C". Si ||f (z) || atteint un maximum en un point a € D, 
alors 1) les composantes f, de l'application f sont linéairement dépendan- 
tes dans D et 2) || f (z) || = const dans D. 


D Soient b —f(a) et B={wEC":||w|| <|[b ||} une boule 
pour la norme envisagée ; cet ensemble est ouvert et convexe d'après 
les propriétés de la norme. Cette assertion étant triviale pour || b || = 
— 0, on admettra que || b || > 0. Alors b € 0B. L'ensemble B étant 
convexe, il existe au point b un hyperplan d'appui réel 


Re L(w) = B, (8) 


m 
où l(w) = D a,w, est une fonction C-linéaire et B— Re L (b). 
=1 


h 
Choisissons la fonction Z de telle sorte que Re Z(w) < B pour 
tout w € B. 

Considérons maintenant la fonction el°? holomorphe dans D; 
partout dans D on a Je!) | — eRet/() << ef, l'égalité étant 
réalisée au point a. La fonction Le f(z) = const dans D d’a- 
près le principe du maximum du module (théorème 6 du n° 5). De là 
onu déduit que les composantes f, de l'application f sont linéaire- 

m 


ment dépendantes (elles vérifient la relation D, af, (z) = const) 
1 


= 
et que f (z) appartient pour tout z € D à l'intersection de l’hyperplan 
d'appui (8) et de 9B, i.e. || f (z) || = || b || pour tout z E D. 


Remarque. Si la boule B pour la norme envisagée est un ensemble 
strictement convexe, l'intersection de l’hyperplan d'appui (8) et de 
4B est un point et alors f (z) = const dans les conditions du théorème 
(ceci vaut, en particulier, pour la norme euclidienne). Cette conclu- 
sion est fausse dans le cas général d’une norme C-homogène (par 
exemple, pour une norme polycirculaire). 


Le principe du maximum entraîne une généralisation du lemme 
de Schwarz: 


Théorème 6. Soient B,< C" et B,c C" des boules unités respec- 
tivement pour des normes C-homogènes || - |, et [|- ||: f:B; — B: une 
application holomorphe telle que f (0) = 0. Pour tout z € B, on a alors 


ILE (a) 12 < 12 Île (9) 

> Menons par le point 0 € C” une droite complexe /:z — &z°, où 

2° E 9B, (i.e. [| z° [IL = 1) et EC ; à son intersection avec B, 
correspond visiblement le disque U = {| & | << 1} dans le plan &. 
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Considérons une courbe holomorphe g(£) — LES) :U— CF et 
fixons un r, 0 <r <1, arbitraire. Dans le disque { | 6 |&r} le 
théorème 2 nous donne || g (€) ||, & 1/r et en faisant tendre r vers 1, 


on trouve que ||g(C)IL<1, ie. ||f (62) IL< 16 Ten tout 


point CE U. 
Soit maintenant z = O0 un point arbitraire de B,; alors 2° — 
— 2/|| z |, € 0B, et en posant € — || z ||, dans la dernière inégalité, 


on obtient (9). <« 


Les autres généralisations du lemme de Schwarz seront étudiées au 
chapitre V. 


% Montrer que si l'égalité est réalisée dans (9) pour un point 
quelconque 2° € B, X {0}, alors {| f (z) Ils = 112 |, pour tout point 
de la droite complexe Z passant par 0 et 2°. 


10. Applications biholomorphes. Définition. On dit qu'une appli- 
cation f d’un domaine D C" est biholomorphe si elle est holo- 
morphe dans D et si elle admet une application réciproque g = f"! 
qui est holomorphe dans le domaine G = f (D) (il s'ensuit pour 
des raisons topologiques que f préserve la dimension). 

Nous avons vu au n° précédent que le jacobien J'; (z) 0 si et 
seulement si f est localement biholomorphe au point z. De là il décou- 
le en particulier que toute application bijective holomorphe f :D — 
— f (D) est biholomorphe *). Pour nr >> 1 la biholomorphie n'est 
pas confondue avec la conformité. Par exemple, dans C*? l'application 
(Z13» Z2)—> (Zn 272) est biholomorphe mais pas conforme, quant 
à l'application conforme z— z/| z [*, elle n’est ni holomorphe, ni 
antiholomorphe. 


Exemple. Dans l’espace C* il est plus commode de se donner 
certaines applications par des r X n-matrices. Considérons par 
exemple la transformation de Cayley 


W = (Z + iE)® (Z — iE), (1) 


où Z est une z X n-matrice quelconque et £ la n X n-matrice unité. 
Montrons que la transformation de Cayley est une application 
biholomorphe du demi-plan supérieur généralisé H { Z E C"}: 
Im Z = 0 de l’exemple 8 du n° 2 sur le domaine 

{D = WEC®{:WW# <E}, (2) 


appelé disque unité généralisé **). 


*) Pour J; (z) # 0 l'holomorphie de f-! en w = f (z) résulte du théorème 
de la fonction réciproque. 

**) Par W* on désigne la transposée conjuguée de W; la condition WW®* < 
< E exprime que la matrice hermitienne E — WW* est définie positive. On 
mes ours es relations matricielles classiques (4AB)* = B*A* et (4B)”1 = 


$ 4] APPLICATIONS HOLOMORPHES 57 


Remarquons tout d’abord que la matrice Z + iE n'est pas dégéné- 
rée pour Z € H. En effet, si w est un vecteur colonne de longueur n et 
(Z + iE)w —0, alors Zw — —iw, d’où w*Z* = iw*; donc 
w*Zuw = — ivtw, w*Z*w = iw*w et w* Im Zw = — w*w. Puisque 
Im Z >> 0, le premier membre est strictement positif *) pour w = 0 
et le second, qui est égal à — | w |*, est strictement négatif, donc 
w — 0. Ceci prouve la non-dégénérescence de la matrice Z + i£, 
i.e. l'existence de (Z + i£)"! et l'holomorphie de l’application (1} 
dans le domaine }. 

La relation (1) entraîne 


E— WW* =E—(Z+iE):(Z — iE)(Z* + iE) (Z* — iE)1= 
= (Z +iE)-4{(Z + iE)(Z* — iE) — (Z — iE)(Z* + iE)} x 
x (Z* — iE)-1 = (Z + iE)? 4m Z (Z* — iE). (3) 


Sur (3) on voit que si Z + iE n'est dégénérée, les matrices hermi- 
tiennes £ — WW* et Im Z sont simultanément définies positives. 
Nous avons montré que (1) applique H dans D. 

De (1) on déduit sans peine l'application réciproque 


Z=iE+W)(E — W)1 (4) 


qui est holomorphe dans D, car pour W € D la matrice £ — W n'est 
pas dégénérée (ceci se démontre comme plus haut). Mais sur (3) on 
voit que pour W € D la matrice (Z + iE)-! non plus n’est pas dégé- 
nérée, donc Im Z >> O0, i.e. (4) applique D dans Æ. Ce qu’on voulait. 

Le lecteur aura probablement relevé l'analogie entre les formu- 
les (1) à (4) et les formules des transformations homographiques 
d'un demi-plan sur un disque du tome 1. Signalons encore que l’ap- 
plication (1) transforme le squelette T — {Im Z — 0} du demi- 
plan supérieur généralisé en l’ensemble {WW* = E} des matrices 
unitaires. Cet ensemble s'appelle aussi squelette du disque unité 
généralisé et il en est la frontière de Chilov. 

Signalons enfin que le disque unité généralisé est un domaine 


borné. En effet, si l’on désigne par w? = (w?, . .., w?) les lignes 
de la matrice W, les éléments diagonaux de £ — WW#* seront 
1 — |w? [*, et puisque cette matrice est définie positive, ces ele- 


ments sont tous >> 0. Donc | W E = ÿ wi  < net D est contenu 
dans la boule {| W|< Vn)}. 


L'application biholomorphe f:D —+ G = f (D) est appelée aussi 
isomorphisme (holomorphe) et les domaines D et G, biholomorphique- 
ment équivalents. Un isomorphisme (holomorphe) d’un domaine D 
sur lui-même s'appelle automorphisme (holomorphe). 


1%) On se sert d’un fait connu: les matrices hermitiennes À et BAB* sont 
simultanément définies positives si B n’est pas dégénérée. 
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L'ensemble des automorphismes holomorphes d’un domaine D 
forme de toute évidence un groupe pour la composition, désigné par 
Aut D. Comme au n° 38 du tome 1, on démontre que toute application 

1 biholomorphe f:D—G—=f(D) établit un 
u isomorphisme de groupe f, : Aut D + Aut G 
à l’aide de la formule 


fs :qfopofl, qEAut D. (5) 


Donc, pour que les groupes Aut D et Aut G 

soient isomorphes, il est nécessaire que les 

domaines D et G soient holomorphiquement 

équivalents. Cette condition n’est cependant 

pas suffisante comme le montre l'exemple des 

Fig. 11 couronnes D={{<|z|<r} et G— 

= {<|z|[<n}, n rx qui ne sont pas 

conformément équivalentes, alors que leurs groupes d’automorphi- 
smes sont isomorphes (cf. exercice 15, chap. IV, tome 1). 


Déterminons les groupes des automorphismes de certains do- 
maines. 


a) Automorphismes de la boule B" = {z € C':| 2 |<<1}. Construi- 
sons tout d’abord un automorphisme associant à un point fixe 
a € B°"X {0} le centre z = 0 de B". Designons à cet effet par p, (z) — 
= E a la projection d’un point arbitraire z € B" sur la droite 
complexe !, passant par a et O0, et par ge (z) = z — p, (z), la pro- 
jection de ce point sur l’orthocomplément de Z, (cf. fig. 11). Prou- 
vons que l’automorphisme cherché est 


5 — 2 Pa (2) — a (2) 
RE CT G) 


où a = YV1— |a f°. 

J1 est clair que le dénominateur de cette formule ne s’annule 
pas dans B”, car d’après l’inégalité de Schwarz | (2, a) |< | al | z] < 
< 1, donc l'application L, est holomorphe dans B”. Comme p, (a) — 
— aet g, (a) = 0,ona L, (a) = 0. Dans la suite on peut sans nuire 
à la généralité admettre que l’axe z, est dirigé le long du vecteur a, 
i.e. que a = (0, a,). Alors p, (z) = (‘0, zh), a (z) — (z’, 0) et (6) 
devient 


r2 On —2n 
"W= — a = ——— 


(7) 


as 9 sm 
1— ann 1 —Gn2n 


Un calcul simple nous montre que 


|z1°+ | an |2(4— 1212) —2 Re (anzn) 


uw f? = L < 
1+l anzn |*—2Re (anzn) 


? 
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d'où il résulte que | w | < 1 pour | z | <1et | w | = 1 pour | z | — 

= 4. Donc L, applique B”". Un calcul aussi simple à l’aide des for- 

mules (7) montre que la composée de deux applications L, est l’ap- 

plication identique: L,cL,(z)=7z7 Donc l'égalité L, (z) — 

—= L, (z”) entraîne z° — z”, i.e. l’application L, est biholomorphe ; 

d’après ce qui a été prouvé plus haut c’est un automorphisme de B". 
Il est clair que la composée 


G =U0L,, (8) 


où U est une transformation unitaire arbitraire de C”, est un automor- 
phisme de B” associant au point a le point 0. Montrons que (8) est la 
forme générale des automorphismes de B". 


Théorème 1. Tout automorphisme biholomorphe de la boule B" est 
de la forme (8) moyennant un choix convenable d'un point a € B" et 
d'une transformation unitaire U. 


> Soient f:B" — B" un automorphisme arbitraire et a le point 
(unique) envoyé dans 0. La composée g — f° Li' et l'application 
réciproque g”! seront alors des applications holomorphes de B” 
dans B” laissant le centre invariant. En appliquant à chacune d'elles 
le lemme de Schwarz du numéro précédent pour la métrique eucli- 
dienne, on trouve que |g(z) | |z | et | g-* (w) | | w | partout 
dans B". En posant w = g (z) dans la deuxième inégalité, on cons- 
tate que | Zz | | g (z) | et en la combinant avec la première on 
obtient partout dans B" 


Ig(G)= 12. (9) 


Fixons maintenant un point z € 9B" et considérons la fonction 
vectorielle G(£) = g (&z°)/6 dans le disque {| | <1}e C. Vu 
que pour || <1ona EE B" et g (0) = 0, la fonction G est 
holomorphe dans le disque {| E | << 1}. Mais en vertu de (9) on 
a |G(D) = 18(6)/181=1 pour tout &, O<|E|<1, de 
sorte que le principe du maximum du numéro précédent nous dit, 
compte tenu de la stricte convexité de la sphère dans C”, que G (£) = 
— c (2°) est une constante dépendant iniquement de 2? (cf. remarque 
suivant le théorème 5 du n° 9). 

Donc g (Ëz°) = c (z°) &, d’où l’on déduit que la fonction g est 
linéaire sur l’intersection de B”" avec toute droite complexe z = © 
passant par 0: 


g (Az) = Ag), REC, |A1<1*). (10) 


D'autre part, en développant les coordonnées de g en séries de poly- 
n ômes homogènes, on obtient le développement de g suivant des 


*) En effet, g (A2€) = ce (2) AG = Ag (620). 
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polynômes homogènes vectoriels 


g(a= À P,(:). 
v=0 
D'où, compte tenu de (10), on obtient pour tout ÀEC, |A|<1 


gQz)= À AP,(z)=A À P,(:). 
v=s=0 v=0 

Le développement en série entière de À étant unique, on conclut 

que tous les P., excepté P,, sont identiquement nuls. Donc g est liné- 

aire et en vertu de (9), est une transformation unitaire: g — fo L;' — 

— U. Donc f =UÙ c L,, i.e. est de la forme (8). < 


Il est aisé de calculer maintenant le nombre de paramètres dont 
dépend le groupe Aut B”. L'application Z, est définie par le point a, 
i.e. dépend de 27 paramètres réels. L'application unitaire U/ est de la 
forme w — Az, où À est une matrice unitaire, i.e. AA* — E, et cette 
condition équivaut à n° relations réelles. En effet, si À = (a,,), la 

n 


condition d'unitarité s'exprime par les égalités Gjudjy = 0e 
= 1 


= 
où Ô,, est le symbole de Kronecker ; de ces n° égalités r sont réelles 
(pour u = v) et les autres sont deux à deux conjuguées complexes 
(par permutation de p et v), de sorte qu'il reste (7° — n)/2 variables 
complexes indépendantes, ji.e. n°? — nr variables réelles. Donc Le 
groupe Aut B" dépend de n° + 2n paramètres réels. 

Signalons encore que le groupe Aut B” opère transitivement, 
i.e. il existe un automorphisme associant à tout point a de B" tout. 
autre point b de B”. Un tel automorphisme est par exemple Z;;' ° Z,, 
où L, et L, sont définis par la formule (6). 


% Montrer qu'une application unitaire dans C° peut être mise 
sous la forme 
1 


Vi+Ial 


où À est un nombre complexe et 6,, 8., des nombres réels. % 


(215 22) — (et (2:+ Az), ei (Az, — 22)); 


b) Automor phismes du polydisque U" = {z € C':[|z [| << 1}. Dan 
U" opère de toute évidence le groupe des automorphismes homogra 
phiques 


= Qi NV 1 ...,n, (11) 

1— az, 
qui dépend de 37 paramètres réels (86, constantes réelles et a, cons- 
tantes complexes). Pour x >> 1 on peut leur ajouter les permutations 
des variables w,—-w,(,, où © est une application bijective de 
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l’ensemble (1, ..., n) sur lui-même. Nous avons donc trouvé un 
groupe d’automorphismes de U” qui se décompose en n! ensembles 
dépendant de 3r paramètres réels *). Ce groupe n’est autre que le 
groupe des automorphismes de U”: 


Théorème 2. Le groupe Aut U” est composé des transformations de 
da forme 


2, — etat) 2%) ho) (y =1,...,n), (12) 
Â—a 7 
o(v) a(v) 
où © est une permutation de l’ensemble (1,...,n). 


> Soient f EAut U"et a = f (0). En choisissant g à l’aide de la 
formule (11), on trouve que F = gcf est une application biholo- 
morphe de U” sur U” telle que F (0) = 0. En appliquant à F et F* 
le lemme de Schwarz pour la métrique polycirculaire, on trouve com- 
me dans le théorème précédent que 


FE 1zI (13) 
pour tout z E U”. 

Considérons une composante arbitraire F, de l'application F'; 
comme | F || = max ]|F,| et F (U") = U", il existe dans U” un 
voisinage où [[F(z) | = |F, (z) |. Supposons que |[z | = 12, | 
dans le voisinage correspondant de l'image réciproque par F. En 
appliquant à F traitée comme une fonction de z, le lemme de Schwarz 
pour les fonctions d’une variable, on déduit de l'égalité | F, (2) | = 
— | 2, | qui découle de (13) que F, (z) = ei) z,. Ici 6 peut dépen- 
dre de z; (ju), mais puisque eïG) est une fonction holomorphe 
de module constant, elle est constante (cf. remarque suivant le théo- 
rème 5 du numéro précédent) et 8 (z) — 0, = const. Donc F, (z) — 
= eih z, dans un voisinage de U” et par conséquent dans U” tout 
entier en vertu du théorème d'unicité. 

Enfin u = pu (v) est une permutation des indices (1, . .., n) 
puisque F est un homéomorphisme. Nous avons prouvé que f — 
— g-lo F est une transformation de la forme (12). 


Les groupes Aut B" et Aut U” sont confondus pour nr = 1 et ne 
sont visiblement pas isomorphes pour nr > 1. Il s’ensuit d’après 
ce qui a été dit au début de ce numéro que la boule B" et le poly- 
disque U” ne sont pas biholomorphiquement équivalents **) pour 
n > 1. Prouvons cette proposition directement. 


Théorème 3. Pour n > 1 il n'existe pas d'application biholomor- 
phe de la boule B" sur le polydisque U”. 


*) Parmi ces ensembles ne sera un groupe que l’ensemble qui contient la 
transformation identique, i.e. l'ensemble des transformations (11). 
**) Ce fait important a été mis en évidence par H. Poincaré en 1907. 
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> Supposons par absurde qu’une telle application f:B"—> U" 
existe. On peut admettre que f (0) = 0 quitte à effectuer un auto- 
morphisme de Aut U”. En appliquant le lemme de Schwarz du n° 9 
à f et f-!, on trouve comme dans les démonstrations précédentes 


que || f (2) | = | z | pour tout z € B". Il s'ensuit que la sphère eucli- 
dienne {| z | — 1/2} se transforme par f en la surface non différen- 
tiable {||z || — 1/2}, ce qui est impossible, puisque f est un difféo- 


morphisme. < 


On voit que le théorème de Riemann d'équivalence biholomor- 
phe des domaines plans simplement connexes ne se généralise pas 
aux domaines gauches. Ceci est lié à l’indétermination des condi- 
tions d’holomorphie pour r > 1: pour les applications f — (f,, ... 

- -» Ân) des domaines de €”, les conditions de Cauchy — Riemann 


lu — 0 sont composées de r° équations différentielles complexes par 
rapport à n fonctions complexes inconnues. 

c) Automorphismes du polydisque supérieur généralisé H = {ZE 
EC" :Im Z > 0}. Voyons tout d'abord à quelles conditions la 
fonction homographique matricielle 

W = (4Z + B) (CZ + D) (14) 
préserve le signe de Im Z. L'identité élémentaire 
ImW=-((4Z+ B)(CZ+D)1—(Z#C* + D*) 1 (Z*A* + B+)] = 

5 (Z*C* + D*)1[(Z*C* + D*) (AZ + B)— 
—(Z*4*+ B*) (CZ +D)](CZ+D)y1= 
— 7 (Z*C* + D*)1[Z* (C*A— A*C) Z+(D*A— B*C)Z+ 
+ Z* (C*B — A*D) + D*B — B*D] (CZ + D)" 


nous dit qu'il suffit que 
C*A = A*C, D*B = B*D, D*A— B*C=E (15) 


et que la matrice CZ + D soit non dégénérée. En effet, dans ces 
conditions C*B — A*D = — E et l'identité précédente devient 


Im W = (Z*C* + D*)-1 Im Z (CZ + D)", (16) 


d'où il est clair que les matrices hermitiennes Im Z et Im W sont 
simultanément strictement positives ou nulles. 

Désignons par l' l’ensemble des automorphismes biholomorphes 
de H de forme (14) avec des coefficients satisfaisant aux condi- 
tions (15). Un calcul élémentaire nous montre que lorsqu'on forme 
la composée de deux applications de l les matrices des coefficients 


6 4] APPLICATIONS HOLOMORPHES 63 


de la formule (14) se multiplient et les coefficients de la composée 
satisfont de nouveau aux conditions (15). Donc l' forme un groupe 
pour la composition des applications. En vertu de (16) les applica- 
tions de l transforment les matrices hermitiennes Z (pour lesquelles 
Im Z — 0) en matrices hermitiennes, i.e. préservent le squelette du 
domaine H. Signalons cependant que le squelette n’appartient pas 
à H mais à sa frontière, donc certaines applications de FL peuvent 
présenter des singularités sur le squelette. 

Considérons le sous-groupe l,c l des applications entières 
telles que C = 0 dans la formule (14). De la dernière condition (15) 
il s'ensuit que À et D sont des matrices non dégénérées et de plus 
D”! = A*. Donc en vertu de (14) les applications de F sont de la 
forme 


W = AZA* + BAY, det À 0. (17) 


Dans (17) À est une matrice quelconque (régulière) et BA* une matri- 
ce hermitienne *), donc le groupe [, dépend de 2n° + n° = 3n° 
paramètres réels. 


% Montrer que 

4) Le groupe l', opère transitivement dans X. 

2) Le domaine Æ ne contient pas de matrices singulières. 
(Nota: si Z est singulière, il existe un vecteur colonne a 0 tel 
que Za = 0; alors a*Z* = 0 et par suite a* Im Za = 0.) 

3) Si la matrice C est régulière pour une application de l', alors 
C”1D est hermitienne. (Nota: de (15) il s'ensuit que C-!'D — 
— D*AC”1D — B*D et les matrices AC”! et B*D sont hermitien- 
nes). % 

Signalons encore l’ensemble des applications de l pour lesquelles 
la matrice C est régulière et non nulle (cet ensemble ne forme pas un 


groupe). Si la matrice C est régulière dans (14), cette formule peut 
être mise sous la forme **) 


W = AC-1 + (B — AC-ID) (CZ + D): 


et les conditions (15) entraînent B — AC-!D — — (C-1}*. Les 
applications de cet ensemble sont donc de la forme 
W = AC-1— (C1 # (Z + C-D)-1C-1, (18) 


où les matrices AC”! et C-1D sont hermitiennes. Réciproquement, 
toute application de cette forme est un automorphisme de X, i.e. ap- 
partient à notre ensemble. En effet, vu que C-!D est une matrice 
hermitienne, on a Im (Z + C-1D) = Im Z, donc pour tout ZE H 


*) L'hermiticité de BA* = BD-1 découle de la deuxième condition (15) 
BD-1 = (D-1)* B*. 

*+) On vérifie ceci par un calcul immédiat : le second membre multiplié 
à droite par CZ + D est égal à AC-1 (CZ + D) + B — C-1D = AZ + B. 
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la matrice Z + C-!1D E H et, par conséquent, est régulière (cf. 
exercice). L'application (18) est donc holomorphe dans AH ; il est 
évident que c’est une application de À dans H et sa réciproque est 
de la même forme sauf qu’il faut remplacer C-1D par AC”. Donc (18) 
est une application biholomorphe de A sur H *). 


% 1) Montrer que toute application de T[ représentée par ses 
composantes n’est pas homographique. (N o t a: envisager l’inversion 
W = — Z”1 d’une application de la forme (18), où C = E et À — 
= D=0:) 

2) Considérer une application (14) de matrices À =D =E, 
b'=0 et C — (o ce Montrer qu'elle appartient à [' mais n'’ap- 
partient ni à l,, ni à l’ensemble des applications (18). % 


Considérons maintenant le sous-groupe invariant du point Z° — 
= iE, i.e. l’ensemble des applications de F laissant ce point inva- 
riant. En vertu de (17) les applications de [, appartiennent à ce sous- 
groupe si i£ — iAA* + BD” la transposition conjuguée nous donne 
—iE — — iAA* + BD”et en ajoutant cette égalité à la précédente 
on obtient BD-1 — 0, AA* — E. Les applications de T, laissant le 
point i£ invariant sont donc de la forme 


W — AZA*, (19) 


où À est une matrice unitaire. 
Par souci de simplicité mettons les applications (18) sous la 


forme 
W=B—C(Z+A)!C*, (20) 


où À et B sont des matrices hermitiennes et C une matrice régulière. 
La condition d’invariance du point iE s écrit i£E = B — C (A + 
— iE)"1C# ; cette condition et sa transposée conjuguée nous donnent 
2B = C I(A + iE)"? + (A — iE)"1] C*. (21) 
En multipliant l’expression entre crochets, que l’on désignera par X, 
par (A +iE) (A — iE) = (A — iE) (A +iE) = AŸ+E, on 
obtient X (4? + E) = 2A, d'où X = 24 (4? + E)-t. En portant 
ceci dans (21) on trouve que B = CA (A*° + E)-! C* et la condition 
d’invariance du point i£E devient 
iE — C[A (A +E) 1 — (A +iE)"1IC* = iC (A3 HE) IC*. 


D'où l’on déduit que B = CAC”'et C*C — A° + E, donc (20) peut 
se mettre sous la forme W = C [A — (Z + A)! (4? + E)] C”! ou 


en définitive 
W = C(Z + A) 1(Z4 — E) C1. (22) 
*) A noter que l'application (18) dégénère sur le squelette de Æ qui est un 


nn de matrices qui diffèrent de — C-!D par des termes hermitiens régu- 
iers. 
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La règle de dérivation des matrices nous donne 
W'(iE) = C (A + iE)"! (A — iE) C”1, (23) 


où la matrice (À + iE)"1 (4 — iE) = U est, comme on le vérifie 
sans peine, unitaire, i.e. UU* — E. Remarquons que pour UE 
donnée cette relation définit À de façon unique: 


A=i(E +U)(E — U)1. (24 


% Montrer que le sous-groupe invariant d’un point { du groupe 
des automorphismes du demi-plan supérieur ordinaire {3 € C: 
Im z > 0} est composé des applications 

az—1 


D = Lo : a> 0, uw" (t) — 


a+i 


(comparer avec les formules (22) et (23)). % 


Prouvons en conclusion que le groupe l est composé des seuls 
automorphismes de À. À cet effet nous aurons besoin d’un résultat 
intéressant en soi. 


Théorème 4 (H. Cartan). Soient D € C” un domaine borné conte- 
nant le point z = 0 et f: D—+ D une application holomorphe telle que 
f (0) = 0. Si de plus f (0) = FE, alors f est une application identi- 
que *). 

> Supposons que ce n’est pas le cas et que le développement 
taylorien de f au point z = 0 est de la forme f (z) = z + P (z) + 
+ 0 ([z 1%), où P est un polynôme non nul de degré «> 2. Les 
itérations de l'application f sont alors de la forme f{*) (z) — 
fecfG)=:+P(G)+o(zis) + PG + P() + o(lzi) — 
= 5 +2P(:) +o(|z]|®) et d'une façon générale 

9 @=fof-9(=z+vP(+o(zle. (25) 
Par hypothèse, il existe un k=(k,, ...,k,), |k] —atel que le vec- 
t or: 1 dr 0) 0, d d d S 
QUE CR = ET (0) , donc une de ses coordonnées 
Le 4 
cy= (0) 0. On voit alors sur (25) que le coefficient 
cn) du développement taylorien de la v-ième itération de f est 


aAv) 
y 1 dÉ E 
PR de (Ov 


Le domaine D contient par hypothèse le polydisque Ü, = {|| z |I& 
< r}et est inclus dans Ux = {||z [| << R}. Donc pour toute itéra- 


*) Ce théorème a été publié en 1932. 
5—0845 
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tion ] ()|<R, VzEU,, l'inégalité de Cauchy nous donne 
= vIcI< R/re. 
Puisque c;,=£0, on obtient une contradiction pour les v assez grands. 


Théorème 5. Tout automorphisme biholomorphe du polyplan supé- 
rieur généralisé se représente par une fonction matricielle homographique, 
ie. Aut H =F. 


D Soit jf € Aut FH ; d’après l’exercice de la page 63, il existe une 
application /, El, envoyant f(iE) dans iE et alors L,of = fj, 
laisse le point iE invariant. En vertu d’un théorème classique 
d'algèbre, la matrice réguilière f, (iE) peut être mise sous la forme 
BU, où B est une matrice hermitienne positive et U une matrice 
unitaire. Si U  £, choisissons une matrice À à l’aide de la formu- 
le (24) et construisons une application /, € T en portant À dans (22) 
et en y posant C = E. La formule (23) nous donne L, (iE) = U, 
donc la dérivée de la composée f, = f, © l5! est égale à B au point 
iE ; si U = E on prendra l, (Z) = Z et alors f, (iE) = iE, f, (iE) = B. 

Supposons maintenant que À :Z—> (Z + iE)"1 (Z — iE) est une 
transformation de Cayley transformant H en le disque unité généra- 
lisé de D (cf. exemple du début de ce numéro). On a X (iE) = 0, 
K' (iE) = E, donc g = Kocf;° K-! est un automorphisme de D 
tel que g (0) = 0 et g’ (0) = B. La matrice B étant positive, ses va- 
leurs propres À, . .., À, sont toutes >> 0 et les valeurs propres de la 
matrice dérivée en 0 sont égales à À,,. .., À, pour la v-ième itération 
eV) = go gv-1), 

Mais comme D est un domaine borné, le théorème de Montel nous 
dit que la famille des itérations g{v) est compacte et de plus la limite 
de toute suite partielle de telles itérations est, en vertu de la condi- 
tion de normalisation g(* (0) —0, une application biholomophe *). 
Pour À; = 1 les À} tendent soit vers 0 soit vers oc. Or ceci contredit 
la biholomorphie de l’application limite, donc tous les À; = 1 et la 
matrice B = g’ (0) = £E. D'après le théorème 4 on a alors g (Z) — 
= Z, donc jÿ, est une application identique, i.e. f = E'ol, € l. € 


Remarque. Si l’on admet de plus que l’automorphisme f € Aut H 
peut être prolongé continüment à l’adhérence #/, on peut démontrer le 
théorème 5 de la manière suivante. Une application linéaire donne 
de H un domaine tubulaire T = KR” (x) + iC* au-dessus d’un cône 
C*e R' (y) (cf. n° 2), et de plus on peut sans perdre en généralité 
admettre que C* appartient à l’octant {y, > 0, ..., y, > 0}. 


*) C'est l’analogue multidimensionnel du théorème de Hurwitz (n° 39 
du tome 1); cf. exercice 3 du chapitre V. 
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Soit f = (fi, » Ân): figeons un point 2° + iy° € T et posons 
En (©) = fn a + ty9), où C—E&+in€eC Pour tout n>0 le 
point 3 — 2° + Ey°  iny ET et Im g,(£) > 0, et comme ÿf 
transforme le squelette du domaine 7 (ï.e. R" (x)) en lui-même, on 
a Im g, (€) = 0 pour n = 0. Donc pour tout 4 — 1,...,n7 la fonc- 
tion g, (€) satisfait aux conditions du lemme de Tchébotariev (cf. 
exercice 12 du chapitre IV du tome 1) et par suite est linéaire. Donc 
il en est de même de l'application f. 


11. Exemple de Fatou. Dans le tome 1 on a prouvé que tout 
automorphisme holomorphe du plan complexe C et d’un disque 
{[z1 << R} de rayon arbitraire R est homographique (plus exacte- 
ment, linéaire). Des résultats du numéro précédent il s'ensuit immé- 
diatement que pour 7 >> 1 les automorphismes des boules {| z | << R} 
et des polydisques { ||: || << R} de rayon arbitraire R sont aussi 
homographiques. 

Mais pour n >> 1, il est impossible, contrairement au cas plan, 
de faire tendre À — co : il est aisé de voir que pour #7 > 1 il existe 
des automorphismes non linéaires. Par exemple, dans C? toute 
application 


f:(1 2e) — (21 + P (22), 22), (1) 


où est une fonction entière arbitraire d’une seule variable, est un 
automorphisme holomorphe. En effet, f est holomorphe dans C*° et 
sa réciproque f7!: (us, Ws)—> (w, — ®p (w:), w:) aussi. 

Remarquons que dans les espaces compactifiés C” et P” les auto- 
morphismes holomorphes sont de nouveau homographiques. 

Par ailleurs, toute application biholomorphe de C dans C est 
surjective, i.e. est une application sur C (donc linéaire). Pour nr > 1 
cette assertion est aussi mise en défaut comme le montre l’exemple 
imaginé par Fatou en 1922. Nous proposons une variante simpli- 
fiée de cet exemple. 

Considérons deux automorphismes de C?: un automorphisme 
linéaire 

A ACT Ze) — (— AZ): AZ), 0 La< 1, (2) 


et un non linéaire 
NZ Ze) + (Zas 0°, + (1 — a°) 23). (3) 


L'’automorphisme n possède deux points fixes (0, 0) et (1, 1). Au 


point (0, O0) 
5 k 1 
n (0)=| >: ) 
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est une matrice dont les valeurs propres À — + a sont de module 
<< 1 de sorte que ce point est attracteur pour la famille des itérations 


=nent (n=n;v=2, 8, ...)*). 
Considérons encore l'équation fonctionnelle 


ncf—feA, (à) 
qui, ‘si l’on pose f = (f1, f:), devient 
fe (2) = fi (A2).  dfi (2) + (1 — a°) f2 (2) = fa (42) () 
et par conséquent se ramène à l'équation en f,: 
af (2) + (A — a) fi (42) = fi (4°2) (G) 


(nous avons porté dans la deuxième équation (5) l'expression de f, 
tirée de la première). 

Montrons que l'équation (6) admet une solution holomorphe en 0 
qui est de la forme 


fa (2) =21+ 2 + à by2" = 21H29 + p (2), 
lk|IZ2 
k=(k1, ko). (7) 
Remarquons à cet effet que la fonction œ est solution de l'équation 
ap (2) — p (Az) = (a — 1) (a (2: — 21) + p (4z)}. (8) 
Pour étudier cette dernière on se servira du procédé suivant. On 
écrira © ax" >. bkz" si | a, | | b, | pour tout Æ et on posera 
IS az || = D Jax 12. Comme A?z — (a°z,, a°z.), on a a°g (z) — 
—p(42z) = D by (a — akkl)}z* et par suite 
k|> 
IL a® p (2) — p (42) > &° (1 — a°) Il @ (2) Il. 
D'autre part, 
I (@ (Ge — 2) + p (42) II af (a +3 + alle @) IN}, 
donc on déduit de (8) que 
Ip () I (+ 22 + a Ip (2) I À. (9) 
Considérons maintenant à la place de (9) l'équation correspondante 
® (t) = (t + ab (t)} ; 


sa solution est D(t)= 5 (1—2at— VT— Hat) = > Cut”, où 
nu>2 
c, >0, et la série converge au voisinage de { =0. Il est immédiat 


*) Au deuxième point fixe, le module de l’une des valeurs propres est <1, 
l'autre, >1. 
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de voir que @ (z)<& ® (z, + 2.) *), donc la série de ®, et partant de }, 
convergent au voisinage de t — 0. L'équation (4) admet par con- 
séquent une solution f holomorphe en t — (0. 

Revenons maintenant à la description de l’exemple. L’équation (4) 
entraîne f — n *cfo A, d'où l’on déduit par des itérations que 
f=n t'on 'cfcA)oc A —=n“cfceA*et d’une façon générale 


f(z) = nn 'ofo AV(z), v = 1, 2, ... (10) 


En vertu de la coercibilité de À on déduit de cette relation que f se 
prolonge en une application holomorphe C*—+ C* (en effet, pour 
tout z € C? le point À‘ (z) appartient pour v assez grand à un voisina- 
ge de 0 dans lequel la fonction j est définie et holomorphe, de sorte 
que le second membre de (10), donc le premier, sont définis et holo- 
morphes dans C* tout entier). Désignons encore par f ce prolongement. 
Ensuite, comme les jacobiens J,(z) — J ,(z) — — a* et que la 
règle de dérivation des fonctions composées de (4) entraîne J, (f) X 
X Jy(z) = J,(42)-J A (:), on a J,(z) = J, (Az) pour tout z € C*. 
On en déduit par itération que J,;(z) — J,;(AYz) pour v = 1, 
2, ... et comme AYz— 0 la continuité de J'; implique que J; (z) — 
= J; (0) pour tout z € C*. Comme f, (2) = 2, + 22 +. .., fo (2) = 
= f, (42) = — az, + az, + ... au voisinage de l’origine, on a 
J, (0) = 2a + 0, donc l’application f est localement biholomorphe. 
De la relation (10) on déduit que f est globalement biholomorphe. 
Montrons que l'image de C* par l'application construite est confon- 
due avec le domaine d'attraction du point fixe (0, O0) de l’automor- 
phisme 1: 
G = f(C°) = {2€ C°: lim n° (2) = 0}. (11) 
Vo 


En effet, si z € G, il existe un point z’ € C* tel que z = f (z’} et 
de (10) on déduit alors que nv (2) = n"cf(z) — f (AY z')—+ 
— f (0) = O0 lorsque v—+ 0. Réciproquement, si n* (z}—- 0, on en 
déduit, puisque les valeurs de f recouvrent un voisinage de l'origine, 
qu’il existe pour les v assez grands un point z° € C*? tel que n* (z) = 
= f (z’) et alors en vertu de (10) z=n-“cef(z) = f (A-*Yz’), 
ie. z2E€G. 

Pour décrire le domaine G de façon plus détaillée il est plus 
commode de poser ®q, (2) — z1, ®1 (z) = z. et de proche en proche 


Pv+1 (2) DEA ap, (2) Sa (1 Lu a) gp (2), v= 1, 2, … (12) 


*) Pour s en assurer on peut raisonner par récurrence sur | k | — y en re- 
marquant que (9) est une estimation d'un coefficient du développement 


I P (z) || = > | bk | À d'indice | k | donné en fonction des coefficients d'in- 


__ .  NS2 | 
dices inférieurs au | k | donné. 


70 FONCTIONS HOLOMORPHES DE PIUSIEURS VARIABLES (CH. I 


En vertu de (3) on a alors n* (z) — (œp, (:), @,+. (z)) et par con- 
séquent le domaine image f (C?) est l’ensemble 


G—{2€C: lim gs () = 01. (13) 


Remarquons que si en un point z € C° on a pour deux indices succes- 
sifs quelconques | p,_ (2) Ir, | p, (:) |I<r, où r <1, alors en 
vertu de (12) | @,+1 (2) |< ar + (1— a)r =r en ce point. 
Donc |p,(z)|<7r pour tous les indices suivants jp, et 
lim sup|,(z}| =/<r. En choisissant une suite partielle d'indices 
V— 00 


telle que [Pv,+1 (z)|— 7, on déduit de (12) que !<1(a°+ (1 — a°)i). 
Si 10, la dernière inégalité entraîne a° + (1 — a?)l=> 1, d'où 
[=> 1, ce qui contredit le fait que /< r. Donc ! — 0 et par suite 
lim œ, (z) = 0, i.e. le point z envisagé appartient à G. 

V— 00 


De cette remarque il s’ensuit que l’ensemble D, = {| 2, | 1, 
21 1}€ G, car pour tout point z € D,, on a | @, (2) | << a* + 
+ (1 — a°) = 1 et par analogie | ®+ (z) | < 1. De façon analogue 
Di = {|nl+(4—a)]z PL 1, 12: <1}C G, car |ps (2) 
< 1 et | p, (z) | << 1 pour tout point de cet ensemble. Le point 
z = (1, 1) est un point fixe de l’automorphisme 11 et l’on voit sur (11) 
qu’il n'appartient pas à G; de ce qui précède il est clair que (1,1) 
est un point frontière de G *). 

Le trait le plus intéressant de l'exemple construit est que le 


domaine G est loin de recouvrir l’espace C° tout entier. Pour nous en 
2 
assurer posons D, — RS et pour O<t<1 considérons 


l’ensemble 
2.| 22 > 
Eee], 121>%). (4) 
Il est aisé de voir que si z € Æ;, il en est de mème de n (z) (en effet, 


en vertu de (3)les coordonnées du point n (z) sont n, (z) = z.et 
No (2) = aîz, + (1 — a°)z5, donc on déduit de (14) que 


: ta? 2 
Sn LE ne 
et ensuite |n: (z) [> | 1 (2) | = | z: | b,). I s'ensuit de là que 


siz € E; la quantité n" (z) ne peut tendre vers O lorsque v— et 
donc £,c C X G pour tout t € ]0, 1]. Mais alors C* G contient 
aussi l'ensemble E — (J Æ, dont la représentation sur le 


t=]0,1] 
diagramme de Reinhardt est limitée par le segment 0 << ||z, || <<, 


*) On démontre que le tore T = {| 2 | = 1, | 22. = 1} contient encore 
deux points frontières de G: les points (e2%/5%, e-#11/3) et (e-""#/3, e2%i/3), 
qui sont permutés par l'automorphisme n; les autres points de 7 appartien- 
nent à G. 
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b et la portion de parabole {a°[z,| = (1 — a*) [z:l* — |z|, 
b * 


bb > 1. 


Les résultats de notre étude sont consignés sur la figure 12, où 
la portion hachurée obliquement appartient visiblement à 6, contrai- 
rement à la portion hachurée ver- 

: A 
ticalement. Remarquons que plus ï 
a est petit, plus notre estimation 
est exacte (lorsque a—+ O0 le do- 
maine D, U D, tend vers la demi- 


Fe 
bande {2 120, 12: 1<1 } et ms 


E, vers son complémentaire). 


Nous avons ainsi construit un a 7 
exemple d'application  holo- _ 
morphe (voire même biholo- LD 
morphe) f:C°—> C* pour laquelle 1122 {2,1 
l'ensemble C°\f (C°) des valeurs : 
non prises contient un ensemble Fig. 12 
ouvert non vide. 

Cet exemple montre que ni le théorème de Picard, ni même le 
théorème de Sohotsky ne se généralisent sous leur forme directe 
aux applications holomorphes de C* pour r> 1. Nous étudierons 
dans le dernier chapitre les formes sous lesquelles ces théorèmes se 
généralisent au cas multidimensionnel. 


b 


Exercices 


1. a) Soient Z, et Z, deux droites complexes de C° non perpendi- 
culaires. Montrer que la projection orthogonale d’un cercle yc L, 
est un cercle de /.. 

b) Soient L, un plan réel à deux dimensions dans C° et /, une 
droite complexe. Montrer que si la projection de tout cercle ye l, 
est un cercle de {., alors Z, est une droite soit complexe, soit anti- 
complexe. 

2. Montrer que deux droites complexes distinctes de C°? ne peuvent 
posséder qu’un point commun au plus. 

3. Montrer que dans P”" deux hyperplans (complexes) quelcon- 
ques se coupent. 

4. Montrer que la transformation de Reinhardt & (z) = (|z, |,.. 

, | Zn |) transforme tout domaine D € C” ne rencontrant pas l’en- 
semble {z, ... Zn } = 0 en un domaine de l’espace R”. 

95. Montrer qu'un domaine de Hartogs complet D € C" est con- 
vexe si et seulement si son image PB (D) par la transformation f (z)— 

= (’z, | 2, |) est un domaine convexe de R°"-1. 


=) 
tn 
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6. (L. Aïsenberg.) On appelle frontière de Bergman d'un domai- 
ne D le plus petit ensemble fermé BC 9D tel que sup | f (z) 1 = 


= “up | f (z) | pour toutes les fonctions re a D. Il 


est évident que B estcontenu dans la frontière de Chilov S du domai- 

ne D. Montrer que pour le domaine D = {0<|2z, | 1, | 3 | < 

< Jz, | MI Je C° ces frontières sont distinctes: S — fl z [L1, 
[= MiIall et B={1z | = 1, [ze = 1}. 

Fe Un ensemble M s'appelle ensemble d'unicité pour des fonc- 
tions de classe .# si toute fonction f € .7 nulle dans M est identi- 
quement nulle dans #. Montrer que les ensembles suivants sont des 
ensembles d'’unicité pour des fonctions de © (C°): 

a) un hyperplan réel de C>, 

b) le plan réel à deux dimensions {z, — 22}, 

c) l'arc {z, — 25 Yi = A Sin (4/z)}. 

8. Citer un exemple de suite de points convergeant vers le centre 
d’un polydisque U” et qui soit ensemble d'unicité pour des fonctions 
de © (U”). 

9. Montrer que tout sous-ensemble ouvert non vide du squelette 
d’un polvdisque U” est ensemble d'’unicité pour des fonctions de 
classe O (U") NC (U"). 

10. Montrer que si pour tout (2,, . . ., ZV-1» Zv+1s + + «, 2n) fixe 
(v = 1, ..., n) la fonction f (2, ..., z,): : 

a) est un polynôme en z,, elle est un polynôme ; 

b) est une fonction rationnelle de z,, elle est une fonction ra- 
tionnelle. 

11. Citer un exemple de fonction f (z,, z.) holomorphe par rapport 
à z, dans {|z, | < 1} pour tout z,, | z, | 1, continue par rapport 
à Z, dans {|2: | < 1} pour tout z, |z | < 1 et non continue par 
rapport à z — (z, z.) dans le bidisque { 12, | 14, 1z: | << 1}. 

12. Soient U" un polydisque et son squelette. Montrer que si 
une fonction f € © (U”) NC (U”) est telle que |f| const sur F, 
alors elle est rationnelle. 

13. Construire des séries entières dont les domaines de conver- 
gence sont: a) la boule {z € C°:1z, [° + | ze [° < 1}; b) le domaine 
{ EC: l+Iz1<1} 

14. Montrer que tout domaine de Reinhardt convexe est logarith- 
miquement convexe. 

15. Montrer que dans les conditions du lemme de Schwarz (théo- 
rème 6 du n°9) l'inégalité (9) peut être précisée comme suit: 
If (2) 12< 112 17, où m> 1 est le plus petit degré des polynômes 
inférieurs non nuls du développement de f, en série de polynômes 
homogènes. 

16. Soit f une application holomorphe de la boule unité B& 
c C” dans C” telle que f (0) = 0. Montrer que pour tout nombre 
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p> 1 on a la généralisation suivante de l'inégalité de Schwarz : 
DIR GP<I:/Psup2lf,P,:€B. 
v v 


17. Citer un contre-exemple à l’assertion suivante: si dans le lem- 
me de Schwarz ||- ||, et {||- ||, sont des normes sur des boules 
strictement convexes, l’égalité || f (z) ||: = || z ||. est réalisée sur 
un sous-espace complexe LE B.. 

18. Montrer que la boule B" = {z € C': | z | << 1} est biholomor- 
phiquement équivalente au domaine D = { y, > |’z|“}. Nota: 
envisager l'application ‘2 — ’z/(1 + 2,), 2h —+ à (1 — z,)/(1 + z,). 
Signalons que la surface {2 € C*:y,= | z, | “} a été étudiée pour la 
première fois par Poincaré. 

19. (V. Rabotin) Désignons par © (C”, C”) l'espace des applica- 
tions holomorphes f: C" — C”" muni de la topologie de la convergen- 
ce uniforme sur des compacts (une suite de points f# € © (€, C”') 
est convergente vers un point f si f“ — f uniformément sur tout 
K & C”"). Soient Q l’ensemble des applications quasisurjectives 
f EO© (C”, CC”), i.e. telles que f (C”) est dense dans C", et F son 
complémentaire (en particulier, F contient des applications de 
type Fatou, i.e. des homéomorphismes pour lesquels f (C”) n’est pas 
dense dans C“). Montrer que 

a) l’ensemble F est dense dans © (C”, C") et, en particulier, 
que dans tout voisinage d’un point arbitraire f € © (C”, C’) il exis- 
te une application de type Fatou; b) les ensembles F et Q sont con- 
nexes par arcs. 

20. Citer un exemple de courbe holomorphe jf : C — C* pour la- 
quelle l’ensemble des valeurs limites sur toutes les suites CH € C 
convergentes vers l’infini est confondu avec C". Not a: se servir de 
l'exercice 9 du chapitre V du tome 1. 

21. Montrer que l’ensemble des applications holomorphes 
C—>C" jouissant de la propriété mentionnée dans l'exercice 20, 
est partout dense dans l’espace © (C, C”). 


CHAPITRE Il 


NOTIONS GÉOMÉTRIQUES FONDAMENTALES 


Dans ce chapitre on introduit les êtres géométriques fondamen- 
{aux de l'analyse complexe multidimensionnelle. Une partie (le 
$ 7 et notamment le $ 9) contient des éléments auxiliaires emprun- 
tés à d’autres disciplines mathématiques. qui nous seront utiles pour 
l'élaboration de la théorie. Cette partie peut être omise en pre- 
œière lecture quitte à y revenir par la suite en cas de nécessité. 


$S 5. Variétés et formule de Stokes 


12. Notion de variété. On admet que le lecteur est initié à cette 
notion et on se bornera à des rappels et à la description des particu- 
larités de la structure complexe. 

Soit donné un espace séparé M 
muni d’une base d’ensembles ouverts. 
Supposons que admet un recou- 
vrement LU ={U,}cea (À est un en- 
semble arbitraire d'indices) par des 
domaines VU, if homéomorphes à 
des boules B, de l’espace euclidien 
R”. Le couple (U,. mp), où p, : U.— 
— B, est un homéomorphisme, s'ap- 
pelle carte et l’ensemble des cartes 
# — U,., Pa)} at A» atlas du recou- 
vrement 4. Les voisinages U, s'ap- 
pellent voisirages de coordonnées et les 

Fig. 13 variables vectorielles 2% — (1%, .. 
cs LE) = Pa (p). où p E U,. coor- 
données locales dans U,. 
Si Up = Ue NA Us #Æ @, il existe un homéomorphisme 


Pas — PB°Pa ©: Pa (Vus) + Bg (1) 


(fig. 13); de tels homéomorphismes sont dits relations de voisinage 
de l’atlas #. Puisque les relations de voisinage sont des applications 


$ 5] VARI£ÊTÉES ET FORMULE DE STOKES 75 


d’ensembles ouverts de R”, on peut parler de leur différentiabilité. 
Si les relations de voisinage d'un atlas # sont toutes des applications 
de classe C*, on dit que l’atlas # est de classe C". Pour k > 1 les 
œp Sont toutes des difféomorphismes et par conséquent det qcs 
3£ 0*). 

Pour accéder à la notion de variété il nous reste encore un pas à 
faire : nous dédouaner du choix d’un atlas concret. Pour cela on con- 
viendra que deux atlas #4 = {(U4, Polhaea et #° = {(Un, ps)} pe 2 
de classe C* correspondant à des recouvrements {U,}cea et 
{Us} ges de l'espace M sont équivalents si leur union # U #° — 
= Us, Pa). (U6, Pélhacas ses est aussi un atlas de classe C*. 
Cette dernière condition exprime que lorsqu'on passe des cartes 
d’un altas à celles d’un autre, les relations de voisinage sont de la 
même classe que les relations de voisinage de chaque atlas pris sé- 
parément. On appelle variété de classe C* le couple formé par un es- 
pace M et par la classe d'équivalence des atlas de classe C* définie 
sur M. Sik = 0. cette variété est dite topologique. La dimension des 
boules auxquelles sont homéomorphes les domaines du recouvre- 
ment 4, s'appelle dimension (réelle) de la variété M(nr — dimr M). 

Sur une variété 47 de classe À on peut parler des fonctions de clas- 
se C!',ISk: ce sont des fonctions f : M — KR telles que la composée 
fox’ est une fonction de classe C! par rapport à toute coordonnée lo- 
cale 2% = ®, (p) sur l’ensemble ouvert @, (0U.)Z R'. Il est évident 
que cette définition est intrinsèque, i.e. ne dépend ni du choix de l'atlas 
dela classe d'équivalence envisagée, ni du choix de la carte de cet atlas. 

La notion de variété complexe se définit suivant le même sché- 
ma. Supposons qu’un espace M (soumis aux mêmes conditions) est 
recouvert par des domaines U, homéomorphes à des boules à 27 
dimensions et soient m,.:U,—> C" ces homéomorphismes (2 — 
— p, (p) s'appellent coordonnées locales). On dit qu'un atlas 
À —= {(Uus, Pahaca est complexe si les relations de voisinage 
Pas —= Ps°Pz (4. B E À) sont toutes des applications biholomorphes 
des ensembles ouverts correspondants de C”. Deux tels atlas sont 
equivalents si leur réunion est aussi un atlas complexe. Le couple 
formé par l’espace AT et la classe d'équivalence modulo cette rela- 
tion s'appelle variété complexe. Le nombre r = dimc M est la dimen- 
sion (complexe) de la variété M. Citons quelques exemples de varié- 
tés complexes. 

1. L’espace C”" et les domaines de C” sont des exemples triviaux 
de variétés complexes à z dimensions. Dans le cas de C' on peut pren- 
dre un atlas composé d'une seule carte :l'espace C” lui-même avec 


*) Remarquons que (q,8)"! = @gar donc pour un atlas de classe C# les 
difféomorphismes @eg et (Pas)"! sont tous deux de classe CÀ. 
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l'application identique œ. Tout domaine D & C" peut être recouvert 
par une famille de boules B, = { |: —a]|<86(a, 0D)}}, a€ D 
(ici Ô (a, 0D) désigne la distance euclidienne de a à 0D); les applica- 
tions ®, et les relations de voisinage sont toutes des applications 
identiques. 

2. L'espace projectif complexe P”" admet un recouvrement fini 
par des domaines U};, — {[w,, . .., w,] E P':w, 0}, j = 0, 

., À (il est clair que la condition w,; 0 ne dépend pas du choix 
du représentant de la classe [w]). Pour coordonnée locale dans U; 
on choisit 


qu) (2e, LE, Er, Riu, C: 


#1 1) Ge 


il est évident que @; (U;) = C”. On s'assure sans peine que l’atlas 
{(U;, p;)} io est complexe, i.e. que toutes ses relations de voisi- 
nage sont biholomorphes *). Les atlas qui lui sont équivalents défi- 
nissent P" comme une variété complexe à 7 dimensions. 


En particulier, P! = C est recouvert par deux voisinages:U, = 

= {lw, w,l:w, 0} et U, = {lw, wl:w, 0}. Le premier est 
muni de la coordonnée locale 2 z = w,/w,, le second, de la coordonnée 
Wo/w, = 1/2. 

3. L'espace C" (cf. n° 1) est aussi une variété complexe à n di- 
mensions. Pour s’en assurer recouvrons la sphère C de la variable z, 
par deux voisinages; U(")=C et UM—=CX{0} comme dans l’exem- 
ple précédent. Alors C” est recouvert par 2" voisinages U, — 
= UV X... X 05, où j = (ji, - - ., jh) est une collection de 0 


et de 1. Chaque voisinage U; est muni d’une coordonnée 7 
À 


= (2), ..., zi), où 7 = 2, si j, = 0 et 20 = 1/2, si j, = {. 
L'atlas {(U,,z i)}; est visiblement complexe. 

. Une variété grassmannienne G(n,k).k << n, est un ensemble 
de sous-espaces projectifs à À dimensions de P" ou, ce qui est équi- 
valent, un ensemble de plans complexes à k L4 dimensions de 
C’*1 passant par l’origine **). C’est une généralisation des espaces 
projectifs: G (nr, 0) — P". 

Pour décrire analytiquement G (7, k) fixons l’un de ses points 
IT, i.e. un sous-espace à À + 1 dimensions de C"*!, ehoisissons 
dans ce sous-espace 4 + 1 vecteurs linéairement indépendants 


*) Ecrivons à titre d Fu : relation @,,. On a LU = {[wl: ver w,) 


Æ 0}, Po (ul) = (wi/w, .. n/wo) = 2 et Po (Uo) = C'X{2 = 0}. En- 
suite, . MT [1, 2}, Pi ([1, D = = (1/2, 22/21, “ss 3n/21), donc Poi : (21, “se 
ss en) 21 29/29 + «+9 Sn/21 


*+*) Ces deux ensembles sont mis en correspondance par une application 
p: C?#NX{0} —+ P7 qui à chaque point associe la droite complexe passant par 0 
et par ce point. 


65] VARIÉTÉS ET FORMULE DE STOKES 77 


au = (ab, …. a), = 0, ..., k, et formons la matrice 
aÿ av 
Allier es (2) 
da ss 04 


dont le rang est égal à À + 1. Si l'on choisit une autre base {b*} 
dans I, ses éléments s'expriment en fonction de {an} à l’aide des for- 
k 


mules bY = D, Cuxah (V = 0, ..., &), où C = (c,,) est une matrice 
—0 


M — 
régulière, et la matrice correspondante 
Plus — AC. (3) 


Réciproquement, à toute (7 + 1) X (k + 1)-matrice À de rang 
k +11 (0<kA<Nn) on peut associer un plan IE C'*# à k +1 
dimensions passant par O0, plus exactement, le plan tendu sur les 
vecteurs colonnes de cette matrice (ces vecteurs sont linéairement 
indépendants). Le même plan Il sera associé aux matrices B, pro- 
duits à droite de À par une (k + 1) X (k + 1)-matrice C. Donc 
une variété grassmannienne G (n,k) peut être interprétée comme un 
ensemble de (n + 1) X (k + 1)-matrices de rang k + 1 modulo la re- 
lation À — B si existe une matrice C d'ordre k + 1 telle que B = AC. 

Cette interprétation permet d'introduire des coordonnées dans 
G (n, k). Pour le point donné IT € G (nr, k), chosissons la matrice (2) 
correspondante et pour toute collection v = (vs, - . ., ve), 
0Lvo<LV <<... <Vv,LR posons 


Py = det ee +. = ee = ee eo ” (4) 
0 
av, ee ee ax, 


De ce qui précède il s'ensuit que les nombres p, ne sont pas tous nuls 
et qu'ils sont définis à un facteur multiplicatif complexe non nul 
près (si l’on remplace la matrice À par la matrice B = AC. ils sont 
multipliés par det C). Réciproquement, la donnée des mineurs p, 
de la matrice À définit le plan correspondant II, car la condition de 
dépendance linéaire d’un vecteur z par rapport à {ak} signifie que le 
rang de la matrice (a°, ..., a*, :) est égal à k + 1 et s'exprime en 
fonction de ces mineurs. Il est clair aussi que la multiplication de 
De F mineurs par un facteur complexe non nul ne modifie pas le 
plan II. 

Les nombres (4) sont donc une généralisation des coordonnées 
homogènes. On les appelle coordonnées plückériennes de la variété 
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G(n,k). Leur nombre est égal à celui des combinaisons de n+1 
éléments k + 4 à À — 1, i.e. 


-__{n+1\ (n+i)nr...(n—k+1) à 
Ne Rs tin SE, 


La variété G (7. k) est munie d’une structure complexe comme uit 
espace projectif. La variété est recouverte par des voisinages U, — 
= {HEG(n,k):p, (11) 0}; considérons l’un d'eux à titre 
d'exemple, U,.., pour fixer les idées. Les points de ce voisinage peu- 
vent être représentés par les matrices 


0 k 

ao ap 0 _! 

de ee à à ao ao É 
Gk ak PSS = 2) 
Rs ax a 


où E est la matrice unité d'ordre À + 1 et Z = (28) une (n — k) X 

X (k + 1)-matrice arbitraire. Cette représentation est unique et 
les nombres peuvent être traités comme des coordonnées locales dans 
le voisinage U,..... Ces nombres sont arbitraires, donc la dimension 
complexe de U, + est 


m = (n — k) (k + 1). (6) 


On introduit de façon analogue les coordonnées locales dans les au- 
tres domaines du recouvrement et de plus les relations de voisinage 
sont biholomorphes, de sorte que dim G(7,k) = m. 

Les coordonnées plückériennes sont définies par un point 
I EG (n, k) à un facteur multiplicatif près et elles sont en nombre W. 
Traitées comme des coordonnées homogènes dans un espace projectif 
PN-1, elles définissent un plongement p:G (n, k)—- PN-1. Puisque 
N —1>m#*) dans le cas général, les coordonnées plückériennes ne 
sont pas toutes indépendantes : il existe entre elles des relations qui 
définissent l’image de G (n, k) par le plongement p comme une sur- 
face à dimension complexe m dans PN-i. 


Exemple. Le grassmannien G (3. 1) peut être interprété comme 
l’ensemble des droites complexes de P*. Si l’on définit les droites par 
deux de leurs points de coordonnées homogènes [2] et [w], les coordon- 
nées plückériennes seront 


Puv = Zuly — ZW, << V; U, V = 0, 1,2, 3. (7) 


On dénombre 6 coordonnées, de sorte que p:G (3, 1) — P5, mais 
d’après la formule (6) on a dim G (3, 1) = 4, donc il existe une rela- 


*) Pour k=n—10ona N — 1 = m et lorsque n croît pour k fixe, la 
quantité W croît plus vite que m. 
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tion entre les p,,. On vérifie immédiatement que 
PoiP23 — Po2P1s + PosPi2 = (. (8) 


Donc G (3, 1) peut encore être interprété comme une surface du se- 
cond degré dans PS, définie en coordonnées homogènes par les équa- 
tions (8). Cette surface s'appelle quadrique de Klein. 


% Montrer que la quadrique de Klein se transforme en la surface 
2 +...+z=0 par une transformation unitaire de l’espace 
C$ des coordonnées (p,1, - - -, Pos). R 


Soient M et N deux variétés complexes. On dit qu’une application 
fj:M — N est holomorphe si pour tout point p € M il en est de même 
de l'application 4 cfcp”}, où pet + sont des homéomorphismes lo- 
caux définis respectivement sur des voisinages des points p et 
q = f (p). Cette définition est visiblement intrinsèque, i.e. ne dépend 
pas du choix des coordonnées locales. On désignera par © (M, #) 
l’ensemble de toutes les applications holomorphes de 4 dans V, 
et comme toujours par © (WM), l’ensemble des fonctions holomorphes 
dans M. 

En particulier, sur les variétés P” et C” on peut définir des fonc- 
tions holomorphes comme des fonctions dépendant holomorphique- 
ment des coordonnées locales munissant les voisinages de leurs recou- 
vrements. Par exemple, une fonction f est holomorphe en un point 
(a,, æ) € C?, a, 0, s’il en est de même de la fonction g (2, z:) — 

— f (z,, 1/z,) au point (a,, 0). Puisque g se représente par la série 
de Taylor 
&(z1: 32) = à Chike (2, — 4)" 252 
k1, Ro=0 
convergente dans un bidisque {| —a |<r,, |2:|<r}, la 
fonction f se représente par la série de Laurent 


00 


LA 
a —a)*1 
Î (£i 22) _— >. Chao EE ’ 
h1, Re=0 2 


convergente dans un voisinage {[z. —a |<r,, | |>1/r} 
du point (a,, co). 

Signalons deux propriétés simples des fonctions holomorphes sur 
des variétés complexes. 


Théorème 1 (d’unicité). Si des fonctions f et g holomorphes dans une 
variété complexe M sont confondues sur un sous-ensemble ouvert (pour 
la topologie de M) non vide, de M, elles le sont sur M tout entier. 


» Désignons par Æ le noyau ouvert de l’ensemble de tous les 
points p € M tels que f (p) = £g (p); ce noyau n’est pas vide par hypo- 
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thèse. Montrons que E est également fermé. En effet, supposons que 
Po € M est un point d'accumulation de Æ£. Dans un voisinage 
Uc M de p, évolue un paramètre local £ = œ(p) et les fonctions 
fep”!'et go”! sont holomorphes au point € — œ (p,) d’une boule 
BE C". Dans tout voisinage VC B du point &®, il existe un point £! 
tel que p, = p (M EE et comme f = g dans un voisinage de p;, 
onafop = ge"! dans un voisinage de £!. Cette identité étant 
valable sur V d’après le théorème d'unicité du n°5, on en déduit 
que nm EE. 

Ainsi £ est non vide et à la fois ouvert et fermé. Comme Àf est 
connexe par définition, il s'ensuit que £ = M, i.e. f = g sur M.<4 


Théorème 2 (principe du maximum). Si une fonction f E © (M) 
est telle que | f | atteint son maximum en un point intérieur de M, elle 
est constante sur M. 


b Supposons que || atteint son maximum en un point 
Po EM et soit Ê—(p) un paramètre local évoluant sur un _voisinage 
de p,- Le module de la nets fo"? (5) holomorphe en E0—= (Po) 
atteint son maximum en &°. Donc d’après le principe du maximum du 
n°5, la fonction f.@”! est constante dans un voisinage de &° et par 
suite f est constante dans un voisinage de p,. D’après le théorème pré- 
cédent f est constante sur M. < 


Corollaire. Toutes les fonctions holomorphes sont constantes sur une 
variété complexe compacte. 

(On dit qu’une variété M est compacte si elle l’est en tant qu’espa- 
ce topologique. Sur une telle variété le module de toute fonction con- 
tinue atteint son maximum en un point et la proposition du corollai- 
re résulte directement du théorème 2.) 


13. Complexification de l’espace de Minkowski. L'espace-temps 
introduit en 1908 par le mathématicien allemand H. Minkowski est 
un espace réel M à quatre dimensions de points z = (to. T1, T2, T3) 
muni de la métrique « hyperbolique » 


zx = — zx — x — x; (1) 


zx, figure le temps, les autres coordonnées sont des coordonnées 
spatiales. Cet espace joue un rôle fondamental en théorie de la rela- 
tivite. 

D'après le postulat fondamental de cette théorie, la vitesse des 
signaux est inférieure à la vitesse c de la lumière qui est prise égale 
à 1. L’équation || x || * — 0 définit dans l’espace M un cône appelé 
cône de lumière de sommet x = 0. Son intérieur {21 + x? + x? < 
< To} se décompose en deux nappes appelées cône du futur (xo > 0) 
et cône du passé (to << 0). Ces cônes sont composés de tous les points 
avec lesquels, en vertu du postulat fondamental, peut communiquer 
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le point z = 0 dans le futur ou dans le passé; la communication est 
impossible avec les points extérieurs à ces cônes. 

En physique mathématique moderne il est apparu nécessaire de 
complexifier l’espace M, i.e. de le plonger dans C‘ en tant que sous- 
espace réel Ré(x) et de le compléter avec les points z = x + iy 
pour lesquels, toujours en vertu du postulat fondamental, y? + yi + 
+ yi< y Si l'on considère les cônes C4 — {y € R‘:y5 — y — 
— yÿ—y>0,y, & 0} et les domaines tubulaires au-dessus d'eux 


MS = {2=21+iy: zERt,yeEC:} = R(r) +iC;, (2) 
on obtient l’espace complere de Minkowski 
Me = MS UM UM£. (3) 


L'espace réel de Minkowski M constitue la portion commune des 


frontières des domaines M et en est la frontière de Chilov (cf. n° 5). 
Le physicien suisse W. Pauli a proposé de représenter les points 
x de M par des matrices hermitiennes 
x fi oi 
UOVa—izs 2—/' 


(4) 


la commodité de cette représentation tient au fait que det X — 
= ||z ||*. La transformation de Pauli prolongée à C‘ 


L:( Zo+T2 Z+izs 
2 (Zns Zoo Zos 23) 
0 19 21 #3 Zo — iZ 2o — 2: 
est une transformation linéaire régulière réciproque de la transfor- 


mation (10) du n° 2. Elle envoie les domaines tubulaires M respecti- 
vement dans les demi-plans supérieur et inférieur H. = {Im ZZ0}, 


ou 
Z 2 
z=(" %) . 
40 ‘11 


est la représentation matricielle des points de C*, 


201 210 


4 Uoo 21 
ImZ=-(Z—2*)= = , Yjn = Im 2 jh (6) 


TH Yi 


une matrice hermitienne et les signes > et << expriment la défini- 
tion positive ou négative de cette matrice. L'espace M se transforme 
par Z en un ensemble de matrices hermitiennes Z pour lesquelles 
Im Z —0, i.e. en un plan {ÿoo = Ya = 0, 201 = A0} € C* de di- 
mension réelle quatre. Dans la suite de ce numéro on se servira de la 
représentation matricielle des points de C$, mais l’on ne fera pas tou- 


6—0848 
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jours de distinction entre les objets et leurs images par la transfor- 
mation de Pauli et l’on traitera MC et L (M°) comme deux modèles 
équivalents de l’espace complexe de Minkowski. En particulier, on 
désignera par les mêmes symboles les espaces M° et M et leurs images 
par L. 

La complexification décrite a donné lieu à d'importantes applica- 
tions dans de nombreuses recherches récentes inspirées par le mathé- 
maticien et physicien anglais Rogers Penrose. 

Les conditions à l'infini jouent un grand rôle en physique et pour 
les étudier il faut encore compactifier l’espace M°. Penrose propose 
de compactifier M° en l’incluant dans une variété grassmannienne 
G (3, 1) dont la dimension complexe est justement égale à 4 en vertu 
de la formule (6) du numéro précédent. D’après ce qui a été dit dans 
ce numéro, représentons les points Z € C par les matrices 


4 0: 
” E O0 ‘1 
Z Zoo Zoi u, 
Z10 Z41 


et traitons l’ensemble de ces matrices comme un domaine du recou- 
vrement standard de G (3,1): la partie affine de cette variété. 
Les points de G (3, 1) se représentent par des classes d'équivalen- 


ce de 4 X 2-matrices *) 
Z Co 


modulo la relation Z— Z' s'il existe une matrice C d'ordre 2 régu- 


lière telle que Z' = ZC. Les points de la partie affine de G (3, 1) 
se représentent par des matrices de la forme (8) pour lesquelles 


det Z, 0, car pour ces points la matrice TA — Z est de la forme (7) 
avec Z = Z,Z;'. Donc par cette compactification on colle à l'infini 
de C* l'ensemble des points représentables par (8) avec la condition 
det Z, = 0. En particulier, à l’espace réel M on ajoute l’ensemble des 
matrices (4) pour lesquelles det X = —zx — zx — 2 = 0, i.e. 
on colle à l’infini un cône de Ri. 

Toutefois, on ne s'’intéressera pas à l’espace Cf tout entier, mais 
seulement à sa partie M° définie plus haut. Pour la mettre en évi- 
dence introduisons la matrice d’ordre 4 par blocs 


ie de 5) (9) 


_ *) La matrice Z est une matrice par blocs: Z, et Z, sont des matrices d'or- 
e 2 


&S 5] VARIÉTÉS ET FORMULE DE STOKES 83 


où E et 0 sont respectivement les matrices unité et zéro d'ordre 2, 
et considérons la forme matricielle 

D(Z)= 2*D2Z, 
où Z est une matrice de la forme (8) et Z* sa transposée conjuguée. 
Remarquons que dans la partie affine de G (3, 1), où Z est de la forme 
(1), © (Z) devient 


D(Z)=(E, Z*) (% Th 2)= —i(Z—Z*)=2Im£. 


La matrice ® (2) est visiblement hermitienne pour toute matrice Z 
de la forme (8) et elle ne change pas de signe lorsqu'on multiplie Z 
par une matrice € régulière d'ordre 2 *). Donc sur le grassmannien 
on peut mettre en évidence les domaines 

Ma ={2€G(3, 1): © (2) x 0} 
et l’ensemble 

M={2eG(3,1):D(2)=0}; 
M. et M sont respectivement les compactifiés de M{ et M ainsi qu'il 
ressort du calcul effectué pour les points Z de la partie affine de 
G (3,1). La réunion 

MN VU MU M (10) 

s'appelle espace complere projectif de Minkowski. 


Au numéro précédent on a montré que les points Z € G (3,1) 
peuvent être interprétés géométriquement comme les droites de 


PS ou les plans de C‘ tendus sur les colonnes de Z. En particulier, 
pour les points de la partie affine du grassmannien représentables par 


les matrices Z de la forme (7), ces plans sont de la forme 


1 0 

0 1 
Va Z00 de zu | 

Z10 241 


où w est un vecteur colonne de composantes (w,, w, W’:, Wa), À et li, 
des paramètres complexes. En écrivant cette égalité par rapport 
aux composantes, on trouve que À = w,, u — w, et les équations du 


*) Ilest évident que ® (ZC) = C*D (Z)C. 
6% 
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plan deviennent alors 
Wz = 2090 + Zoi1 Ua W5 
ou = Z : (11) 
Wg= 24000 + Z11W Us WU, 
# Si l’on traite w, comme des coordonnées homogènes dans P*, 


les équations (11) seront les équations de la droite projective corres- 


pondant à un point Z de la forme (7). 
$ En partant de cette interprétation classique, R. Penrose a propo- 


sé de passer de l’espace complexe de Minkowski MC à un espace pro- 
jectif complexe P° aux points duquel il a donné le nom de twisteurs. 
La transformation qui remonte encore à Grassmann et qui associe à 


tout point Z € M° la droite projective correspondante 7€ P* s'ap- 
pelle désormais transformation de Penrose. On vient juste de voir que 


la partie affine Mc M, où les points sont figurés par des matrices 
Z de la forme (5), la transformation de Penrose est de la forme 


| D D rs 
pizæinfuer:()22(%). (12) 


Montrer que dans une carte de G (3, 1) dans laquelle Z = ( :) 
la transformation de Penrose est de la forme 


ns (()-2()) 


Pour décrire de façon plus détaillée la transformation de Penrose 
on remarquera que la matrice (9) nous permet de munir l’espace des 
twisteurs P° d’une forme hermitienne : 


D (w) = uw*Ow = i (WoWs + WiWa — WoW — WW) = 
= — 2 Im (Wow; + ww) 


(w est un vecteur colonne de coordonnées homogènes). Cette forme 
définit dans P* une hypersurface réelle 


N = {w € P5: Im (ww, + wywz) = 0 (13) 
qui partage P* en deux domaines 
D4 = {w € PS :0 (w) <& 0}. 


% Montrer que par une transformation affine régulière on peut 
associer à V l’hypersurface 


N'={(weP|wmP+lwEP—-l|w[r—]|uw;[F=0} % 
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Penrose a appellé les points w € D respectivement twisteurs posi- 
tifs et négatifs et les points w € N, twisteurs nuls. 


Théorème 1. La transformation de Penrose p associe aux points de 


M © des droites entièrement contenues dans les domaines D, des twisteurs 
respectivement positifs et négatifs et aux points de M, des droites de l'hy- 
persurface N des twisteurs nuls. 


> Prouvons ceci pour les points de la partie affine M: dans cette 
partie la transformation de Penrose est de la forme (12), donc pour 
les points w de la droite ! = p(Z),on a 


œuy=((\, (M z)(9 () _ 
er. @96 (0 


=) e-#() 


On voit que pour — i (Z — Z*) = 2 on a Im Z 2 0 et D (w)20. 4 


Donc chaque domaine D, P* contient une famille de droites 
projectives dépendant de quatre paramètres complexes (les éléments 


p(Z+) 


Fig. 14 


de la matrice Z), et l'hypersurface N est aussi une famille de droites 
dépendant de quatre paramètres réels (les éléments de la matrice 
bermitienne Z, Im Z = O0). 

Le théorème 1 est illustré schématiquement sur la figure 14; 
l'espace M est figuré par une droite, l’hypersurface N par un hyper- 
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boloïde (cf. exercice en bas de la page 84). On remarquera que la trans 
formation de Penrose est définie aussi bien sur Af° que sur G (3, 1) 


tout entière, mais qu’elle associe aux points de G (3, 1)X Mc des 
droites projectives qui coupent V et qui sont situées en partie dans 
D + et en partie dans D... 

Dans la suite nous aurons besoin de la condition d’intersection 
de deux droites correspondant aux points d’une carte de G (3, 1), 
disons de la partie affine, où ces points sont représentés par des ma- 
trices Z et Z’ de la forme (5). La condition d’intersection exprime que 
le système composé de (11) et d’une équation analogue pour la matri- 
ce Z’ admet une solution non triviale (les coordonnées homogènes du 
point d’intersection ne sont pas toutes nulles): 


Zi SE | 
det ( PET —7)=0. (14) 


Remarquons que si Z” 2, le rang de ce système avec la condition 
(14) est égal à 3, i.e. la solution (w,,w,.w,,w,) est définie à un fac- 
teur multiplicatif près: les droites p (Z) et p (Z’) se coupent en un 
seul point. 

Donc si p (2°) = L,, les images des points Z — Z° + V sont des 
droites qui couperont /, si et seulement si det V = 0. L’hypersurface 
complexe 

Cz,={Z=2 + V:det V = 0) 


de l'espace C‘ s'appelle cône de lumière complexe de sommet 2. 
Il est aisé de voir que les 2 X 2-matrices telles que det Ÿ = 0 
sont représentables sous la forme 


vu ep) (a) 


où a;, B; € C*). Donc les points du cône Cz, admettent la représen- 
tation 


200 = 209 F GoBo» Zoi = Zo1 + (A LR 
0 (1) . 
210 = 230 F G1Bo> Z1=2u + GB: ; 


la représentation (15) nous dit qu’il existe sur ce cône deux familles 
de plans de dimension complexe deux: une famille d’a-plans {[1;} 
sur lesquels B = (B,, B,) est fixe et & = (æ&s, &1) E C’est un paramè- 
tre variable, et une famille de f-plans {IL} avec « fixe et B variable 
(la dépendance linéaire par rapport aux paramètres exprime que l'on 
a bien affaire à des plans). 


(15) 


_*) En effet, cette représentation entraîne immédiatement que det F = 0; 
réciproquement, si det (a;x) — 0, à partir du système @ f, = ag + + -» Bi = 
= €), On exprime les quantités &,, . .., B, en fonction de l’une d'elles. 
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% Montrer que chaque «-plan coupe chaque B-plan (pour Z° 
fixe) suivant une droite complexe (un rayon de lumière complexe). #k 


Théorème 2. Si le sommet Z° est fire, la transformation de Penrose 
associe à chaque a-plan Ils € Cz un point (un twisteur) et à chaque 
B-plan Il,, un plan de PS, i.e. un point de l’espace conjugué *) (P*)* 
(fig. 15). 


« L'intersection des droites {, = p (2°) et l = p (72° + V) 
est définie par le système 


C2 0). (20) 0e). 


Pour obtenir les images des points du plan I13, il faut éliminer « 
entre les équations de ce système. Mais compte tenu de la première 
équation, la deuxième s'écrit 
sous la forme 


(&) (Boo + Bas) = 0, 


et comme les quantités @&, et 
a, ne sont pas simultanément 
nulles pour Z 2°, on a 
Boo + Biw = 0, d'où l'on 
déduit de façon unique le rap- 
port w,/w, pour Bfixe;la pre- 
mière équation nous donne 
w./w, etw./w,. Donc les droi- 
tes L — p (Z)et !, = p (2°) se 
couperont au même point quel 
que soit Z EIIs. On peut consi- 
dérer que ce point est l’image de Il; par la transformation de Penrose. 

Pour trouver l’image du B-plan IT, il faut éliminer les paramètres 
B, et B, de la deuxième équation (16) pour « fixe. En multipliant 
la première ligne de cette équation par &, et la deuxième ligne par 
— «, et en additionnant, on obtient 


p(2) p(2 
kb = pÇ) 


=, 0 0 0 
We — &oU 3 un (250 %1 = Z,0%0) Wo + (2,,@1 on 211%o) W Le 


Ce plan de P* qui passe par la droite Z, = p (2°) contient toutes les 
droites associées aux points Z € IL, pour a fixe. On peut donc admet- 
tre qu'il est l’image de Il, par p. < 


*) On appelle conjugué d'un espace projectif P' l'ensemble (P')* de tous 
ses hyperplans complexes: l’image du plan {a,syw, + ... + anw, = 0} P' 
est le point de (P7)* de coordonnées homogènes (a, . .., ah). 


88 NOTIONS GÉOMÉTRIQUES FONDAMENTALES [CH I 


Décrivons plus en détail la restriction de la transformation de 


Penrose à l’espace réel de Minkowski, p:M — N. On voit sur (13) 
que À contient la droite complexe L, = {w, = w, = 0} correspon- 


0 
dant au point | . cf. exercice de la page 84. Les droites de NV qui 


/ X \ 
coupent /. sont les images des points | E | , où X est une matrice her- 


/ 
mitienne singulière ; ces points sont ceux qui ont été ajoutés à M 
pour le compactifier. Les autres points associés aux droites de 


NT constituent la partie affine M de M. Comme plus haut, ils 
sont représentés par des matrices hermitiennes 


c-( 
Ü v 


Où u = Zo + 21 et U = ro — 2, sont des réels et & = x, + ira, 
un nombre complexe. 

Le carré de la distance de Minkowski || X” — X” ||* — det (X” — 
— X”) des points X” et À” de M caractérise la distance dans P$ 
entre les droites images L’ — p (X’) et L” — p (X°): cette distance 
est réelle pour les matrices hermitiennes. La restriction à M du cône 
de lumière complexe de sommet X° € M, qui est appelée cône de lu- 
mière Kyxe — Cx (\M, est composée des points de la forme 
X + Y, où Ÿ est une matrice hermitienne singulière. Ces points 
sont situés à une distance nulle de X°, d'où le nom de cône d'’isotro- 
pie donné à Æx. Les matrices hermitiennes singulières sont de la 


forme 
HA 
\E élu 


et dépendent de trois paramètres réels, donc dim Xxe — 3. Le 
cône Âxe est composé des droites réelles {X = X°+1{#Y:t€R}, 
appelées rayons de lumière ; l’image d’un point de ce rayon par la 
transformation de Penrose est une droite de NV coupant Z, = p (X°)en 
un point. De ce point de vue on peut dire que la transformation de 
Penrose associe aux rayons de lumière des twisteurs nuls, i.e. des 
points de N. 

Décrivons enfin les automorphismes biholomorphes de l’espace de 


Minkowski M°. Considérons d’abord le groupe [' des transformations 
linéaires de G (3, 1) qui respectent la forme ® et par conséquent lais- 


sent invariants les ensembles M:, M et M°. On se donnera ces au- 
tomorphismes sous la forme 


VAR A (17) 
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D C 
où g— B ‘ est une matrice régulière d'ordre 4 et les blocs 


D, ..., À, des matrices d'ordre 2. Dans la partie affine de G (3, 1} 
ces automorphismes peuvent être mis sous la forme 


(2) id 67e (y): W=(4Z+B)(CZ+ Dy1. (18) 


i.e. être définis à l’aide d’une fonction matricielle homographique. 
La condition d'’invariance de la forme ® (Z) — Z*®OZ par l’ap- 


plication (17), soit Ze e*OgZ — Z*®Z, se ramène à l'identité ma- 
tricielle g*Og = ®, ou, compte tenu des formules (9) et (17), 


F4 pee | fe —iE ( C Fr —iE 
C* A*)\iE . B a)= iE | 
Ceci est équivalent aux conditions 


D*B = B*D, C*A = A*C, A*D —-C*B=E (19} 


(la quatrième égalité D*A — B*C = E est automatiquement réa- 
lisée : elle découle de la troisième). Ces égalités sont confondues avec 
les égalités (15) du n°10, donc le groupe l de la partie affine de 
G (3, 1) est confondu avec le groupe l du n°410. 

En particulier, au n°10 on a mis en évidence un sous-groupe F, 
de transformations affines entières 


Z—+ AZA* + B, (20) 


où À est une matrice régulière arbitraire et B une matrice hermitien- 
ne *), ainsi que des transformations de matrice C regulière, qui en 
vertu de (18) du n°10 sont de la forme 


ZB—C(Z—D):C*, (21) 


où B et D sont des matrices hermitiennes. La partie restante de l 
est constituée d’une série de transformations pour lesquelles la ma- 
trice C est singulière mais non nulle. 


% Montrer qu'à cette série appartient la transformation 


Î 
w=1( Zoi | 
Z00 210 det Z 


*) Les matrices B et D des formules (20) et (21) ne sont pas les mêmes que 
dans la formule (19). 
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pour laquelle Îles matrices de (19) 


a=D=(0 ; C B=(o 0 
=D=(, ;). =-8=(, ;) 


sont singulières (mais la matrice g de (17) est régulière). % 


Théorème 3. Les applications de T sont biholomorphes dans les do- 
maines M. 


« Les applications de F, sont biholomorphes dans C: tout entier. 
Les applications de la série (21) présentent une singularité sur le 
cône det (Z — D) — 0, mais comme D est une matrice hermitienne, 
on a Im (Z — D) = Im Zet par suite Z — D € M4 avec Z. Or ces 
domaines ne contiennent pas de matrices singulières (cf. exercice de 
la page 63), donc le cône det (Z — D) — 0 appartient aux frontières 
de M. 

Les applications de F pour lesquelles C est une matrice singuliè- 
re non nulle se ramènent par une transformation de l, à une forme 
dans laquelle la matrice C est diagonale et la même que dans l’exer- 
<ice précédent. En se servant de la condition (19) on peut alors mon- 
trer que la singularité de l’application est confondue avec le plan 
Z0o + doo = 0, où dd) est un nombre réel et ce plan ne peut apparte- 
pir aux domaines M2 puisque yo0 = 0 sur lui. < 


Théorème 4. Les applications de T transforment les cônes de lumière 
de sommet 2° € M en cônes de lumière de sommet W", image de 2". 


D Soient W — (47 + B) (CZ + D)! cet W'= (4211 B)x 

X (CZ+D)"!; vu que M ne contiennent pas de matrices singulières 

et que les applications de T sont holomorphes dans ces domaines, 
les matrices AZ° + B et CZ° + D sont régulières. On a donc l'identité 


(AZ + B)°1 (W — W°) (CZ + D) = 
: — (429 + B)-1(4Z + B) (CZ + D)! (CZ + D) — E. 
En posant Z — 2° — À, on trouve par des transformations élémen- 
taires que tous les termes du second membre contiennent le facteur 
À à droite. Donc si det À — 0, on a nécessairement det (W — W°) — 

= (. « 

Signalons enfin que l’espace réel de Minkowski M est muni de la 
métrique lorentzienne dont la forme quadratique est de la forme 
ds? — det (dX). (22) 


Théorème 5. Les restricti:ns à M des applications de T sont confor- 
mes pour la métrique lorentzienne partout où elles sont régulières. 
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> D'après les règles de différentiation des fonctions matricielles 

dW = AdZ (CZ + D)" — 
— (4Z + B) (CZ + D)! CdZ (CZ + D)! = 
— [4 — (4Z + B) (CZ + D)”'C] dZ (CD + D), 

d’où pour les restrictions sur M 
det (dr) = 

— det [4 — (4X + B)(CX + D)-!'C] det (CX + D)! det (dX). 

Donc aux points où det (CX + D) = 0 la forme ds* est multi- 


pliée par les applications de F par un facteur dépendant uniquement 
de X, ce qui exprime que ces applications sont conformes. 


Signalons particulièrement le sous-groupe Ne F, des applica- 
tions pour lesquelles det À — 1. Sur l’espace M elles se ramènent à 
des isométries (des mouvements dans cet espace) et forment un groupe 
appelé groupe de Poincaré. Le groupe IT est par conséquent compose 
de leurs prolangements à un domaine complexe. Pour B = 0 on 
obtient en particulier un sous-groupe I, II composé des prolonge- 
ments au domaine complexe des applications du groupe de Lorentz. 


Exemple. Le groupe Il, contient les applications de matrices 


eia/2 0 ex/° 0 
A= 0 se | 4 ( O e-2/2 ): 


sur M° elles sont de la forme 


» 14 = = 
z Zoo e'"zn z €”Zoo ot 
e-iaz = L = ez 
10 æ11 10 qi 


et leurs restrictions à / se ramènent respectivement à une rotation 
dans le plan & = x: + ir;: 


ra —+ eiai 
et à une « rotation hyperbolique » dans le plan (x,, x): 


Zo—rtocha +zsha, z—zsha+z cha. 


% Montrer que le groupe l dépend de 16 paramètres réels, le 
groupe T, de 12, le groupe IT, de 10 et le groupe II, de 6. % 


14. Formule de Stokes. Considérons tout d’abord une variété M 
de dimension réelle nr ; on supposera qu’elle est différentiable de mé- 
me que tous les autres êtres envisagés ici. On appelle forme différen- 
tielle de degré r << n sur M une expression qui 
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1) en coordonnées locales x = (x,, . - ., z,) sur un voisinage 
UC M se représente sous la forme 


D >. frdr; (1) 


où 1 = (i,, ..., i,) est un multi-indice, l’accent « prime » de la 
somme exprime que la sommation est ordonnée (i.e. étendue à tous 
les indices de 7 tels que 1<i, is <...<i,<n) et f,, des fonc- 


tions définies dans U et dx; = dr;, À ... A dx, ; 
2) par le changement de coordonnées x —+ y devient 
La 4 ? Oz 
= Y 83 dYys ou gs = À Îr Tr (2) 
J I 
Ôzxr Ô (Zi ces Zi) à ; . 
OÙ —————"— est un déterminant fonctionnel *). 
Oùr OU, --..4;) 


L'ensemble des formes de degré r sur la variété M est désigné par 
FT (M 

La notion de degré peut être précisée sur une variété complexe. 
Les formes se représentent localement par 


o— 2, fr. 3 dzr À dzy, (3) 
où Z=(i,,...,i,) et J =(j,, ...,j,) sont des multi-indices ordon- 


nés, dzr = dzi, | ... A dzi, dzs = dz;, À ... A dz;, et fr,3 sont 
des fonctions complesee différentiables lééalement: définies. Les 
changements de coordonnées locales z — w sur une variété com- 
plexe étant des applications holomorphes, on a par ces changements 


" Oz el * Ozy 3= 
dz= > ee dx, dzy= y, nes dwr 
K L 


et par conséquent en les nouvelles PROS 


— ôzr Ôz. 
oO — à 8kz AW À dWr, Où B&rL= > fr, 3 = e . (4) 
K,L 1, J 


On constate que le nombre des différentielles dz; et dz, dans l’expres- 
sion de la forme (3) ne dépend pas du choix des coordonnées locales. 
On dira que w est une forme de bidegré r, s ou, plus brièvement, une 


*) La loi (2) de variation des formes différentielles est naturelle, car d'après 
les règles de dérivation d’une fonction composée et les règles de la "multiplica- 


La 
tion extérieure on a dzr = » 5 dyz; en portant ceci dans (1) et en changeant 


l’ordre de sommation, on obtient (2). 
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(r, s)-forme si son expression locale contient r différentielles dz, et 
s différentielles dz,. L'ensemble des (r, s)-formes à coefficients dif- 
férentiables sur une variété complexe M se désigne par F’-: (M); 
cet ensemble est encore désigné par .#”* (M). Les (r, O)-formes 

| à coefficients olomorphes sont dites holomorphes. 
Sfr dzr fficients f, holomorph t dites hol h 

L'opérateur de différentiation des formes sur une variété différentia- 
ble *) se définit localement comme une transformation d: #7 — 
+ .fF"# associant à une forme © = à f, dx, la forme 


dw= df,Adzr, où dfs= GE dzs. (5) 
I v=1 


Cet opérateur est: 

a) linéaire : d (w, + ©.) = do, + do, ; 

b) leibnizien: d (o, À @:) = do, À w: + (—1)8 %: w, À do; 

c) idempotent : d’w — d (dw) = 0. 

L'opérateur de différentiation est intrinséquement défini, i.e. 
est indépendant du choix des coordonnées locales (invariance de la 
différentielle). 

Sur une variété complexe l'opérateur de différentiation des for- 
mes d:#"7**— #'7+#+se décompose en la somme de deux opérateurs : 
d — à + à. de sorte que 9: #0, + FH, et 9: 709) —ù 707,5#1) 
(cf. n°3 ci-dessus). La propriété d'idempotence de l'opérateur d nous 
donne 


0 — do — (ô + 6) (6 + 0) — 26 + (00 + 96) © + do: 


puisque les trois termes du membre de droite sont composés de for- 
mes de bidegré distinct, leur somme ne peut être nulle que si chacun 
d’eux est nul. Donc 

0? — 00 + 09 = 07 = (. (6) 


L'ensemble 7” des r-formes sur une variété différentiable M 
peut être traité comme un groupe abélien muni de l’addition des 
coefficients des formes. Ce groupe contient un sous-groupe Z' com- 
posé des formes fermées © (i.e. telles que dw — 0). L'opérateur d 
étant idempotent, l’ensemble B” des r-formes exactes (qui sont les 
différentielles de (r — 1)-formes) est un sous-groupe de Z’. Le groupe 


quotient 
HT (M) = Z'/B" (7) 


s'appelle r-ième groupe de cohomologie de la variété M par rapport à 
l'opérateur d. Ces groupes sont désignés aussi par H7 (M, R) et s'ap- 
pellent groupes de Rham de la variété M (avec des coefficients réels) ; 


| … Ici et dans la suite par variété différentiable on comprendra une variété 
réelle. 
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si les formes admettent des coefficients complexes, on se sert de la 
notation A” (M, C). Sur une variété complexe, on peut construire 


des groupes analogues pour les opérateurs 0 et 0. 

L'intégrale d'une k-forme «w sur une variété différentiable M 
se définit pour les cases y à k dimensions, i.e. des applications diffé- 
rentiables d’un cube à k dimensions @—1X...xICR* 
dans M (les analogues multidimensionnels d’un chemin ; Z = [0, 1] 
est le segment unité). Si l’image y (Q“) est contenue dans un voisi- 
nage de coordonnées où la forme © = >’ f,; dr, (dx; — d2;. see 
RE à dz;,), l'intégrale de w étendue à la case y est définie par la 
formule 


_ = Prin; ) d di 8 
jo=(ghrr du... du. (8) 


Dans le cas général d’une case y: Q* —+ M il faut se servir d'une 
partition de l'unité correspondant au recouvrement = {UU }oex 
d’un atlas de M, i.e. se servir de fonctions différentiables e, :M —- 
— (0, 1] telles que le support de chaque e, (l’adhérence de l’ensemble 


des points pE M tels que & (p) 0) soit EU, et DEA (p)= 1 
a€A 
pour tout p € Af*). En utilisant la partition de l'unité, on définit 


ju=3 ue: (9) 


la forme we, étant différente de O0 uniquement dans un voisinage de 
coordonnées, son intégrale est définie par la formule (8). D'après 
les propriétés des intégrales et des formes, cette définition est intrin- 
sèque, i.e. est indépendante du choix de l’atlas et de la partition 
de l'unité. 

La notion d’intégrale se généralise de façon naturelle aux chaînes à 
k dimensions, i.e. aux combinaisons linéaires formelles de cases à 
dimensions y, : Q* — M à coefficients n, entiers. Plus exactement, 
l'intégrale d’une k-forme «© sur une chaîne à X dimensions 

N 


— Y, n,y, se définit comme suit 
v=i 


*) Il existe une partition de l'unité sur une variété différentiable M pour 
chaque recouvrement localement fini {UV }oe 4, i-e. un recouvrement tel que cha- 
que point p € M possède un voisinage recouvert par un nombre fini de U,.. 
La condition de finitude locale ne nuit pas à la généralité, car sur les variétes 
envisagées tout recouvrement peut être rendu localement fini. Remarquons que 
le nombre de termes non nuls du second membre de (9) est fini pour les recouvre- 
ments localement finis. 
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Définissons enfin l’opérateur bord 0 qui à une case à k dimensions 
y: OF — M associe une chaîne à k—1 dimensions 4y de la manière 
suivante: posons & — (f4, ..., t,), considérons pour chaque 


« e Q R—1 
., k les faces à k — 1 dimensions d’un cube Q;ÿ5 — 


l="L;;:: 
={t € Q": tj =0}et Qù-1 = {tE Q*: 1; — 1} et soit 


k 
dp—= S (— A1) y ni — y pi, 41 
Ÿ à ) L lo 4 vlot 4) (11) 


où vlo- désigne la restriction de l'application y à la face 
j, œ 
Qi” d (cf. fig. 16 sur laquelle sont indiqués les signes attribués 
aux faces d’un cube à deux dimensions). Définissons la frontière 
N N 


de la chaîne o=— à n,y, par linéarité en posant d0— 2 n,0Y,- 
v=1 \= 
L'opérateur bord est idempotent : d—000—0 *). 

L'ensemble des chaînes à 4 dimensions sur une variété différen- 
tiable M peut être traité comme un groupe abélien #}, muni d’une 
opération d'’addition des chaînes portant sur les coefficients. Ce 
groupe contient un sous-groupe Z, constitué 
de cycles, i.e. de chaînes © dont la frontière b 
06 = 0. Le sous-groupe de Z,; que nous dé- 
signerons par BP, est composé des frontières, 

i.e. de chaînes à À dimensions qui sont les 

frontières de chaînes à k + 1 dimensions. 
Deux cycles 0”, &” € Z, sont homologues si 
leur différence o’ — ©” € Bz, i.e. est une 
frontière. | a: 

Le groupe quotient du groupe des cycles Fe 
par le groupe des frontières Fig. 16 


s'appelle k-ième groupe d'homologie de la variété 1 (le symbole Z 
exprime que les chaînes sont envisagées avec des coefficients entiers). 
Les éléments de ce groupe sont des classes d'homologie, i.e. des en- 
sembles de cycles homologues. 

La formule de Sitokes relie l’opération analytique de différentia- 
tion des formes à l'opération géométrique de prise des frontières des 
chaînes: pour toute (k—1)-forme w sur une variété M à n dimensions 
(k n) l'intégrale de du le long d'une chaîne à k dimensions o: Q* + 


.*) L'opérateur bord est désigné par le même symbole que l'opérateur de 
différentiation, mais aucune confusion n'est à craindre, car on les distingue faci- 
lement à leur sens. 
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— M est égale à l'intégrale de w le long de la frontière 00: 
( do = ( @. (13) 
80 


[04 


Signalons deux importants corollaires de la formule de Stokes: 
1) L'intégrale d'une forme fermée w (dw — 0) Le long d'une fron- 
tière o = 00 est nulle: 


\ o= | o =\ do = 0. (14) 
(s) 60° a° 


2) L'intégrale d’une forme exacte © = dw’ le long d’un cycle 
© (06 = 0) est nulle: 
o= | dw= | w’=0. (15) 
86 


(0 (e] 


Ces corollaires montrent que l’intégrale d’une forme fermée © le 
long d’un cycle o ne dépend en fait que de la classe de cohomologie 
des formes et de la classe d’homologie des chaînes: 


(© + dw) = \ w. (16) 


c+6c” [es 


Indiquons encore une forme de la formule de Stokes faisant inter- 
venir la notion d'orientation. Sur une variété différentiable à n 
dimensions les n7-formes s’écrivent localement «w = f dr, où dr — 
= d2, À... /\ dr, et de plus on dit qu’une telle forme ne s’annu- 
le pas s’il n’en est pas de même du coefficient f (ceci ne dépend pas 
du choix des coordonnées locales, car si l’on change de coordonnées, 
f est multiplié par le jacobien du changement, or ce jacobien n’est 
pas nul en vertu de la définition d’une variété différentiable). On 
dit qu’une variété M est orientable s’il existe sur elle une forme non 
nulle de degré nr = dim M; voici une définition équivalente: sur 
M il existe un atlas dont les relations de voisinage possèdent toutes 
des jacobiens strictement positifs. Signalons que toute variété com- 
plexe est orientable, car les jacobiens réels de ses relations de voisi- 
nage sont strictement positifs (cf. théorème 1 n°9). 

Deux n7-formes «, et w, sur une variété A1 à n dimensions sont 
proportionnelles, i.e. il existe une fonction À: M ——R telle que 
©, —= À@, (ici et dans la suite les formes envisagées sont à coefficients 
réels). Si les deux formes ne s’annulent pas, alors À 0 et garde son 
signe sur M. Donc sur une variété orientable à 7 dimensions, toutes 
les n-formes non nulles engendrent deux classes : une classe de for- 
mes à coefficients positifs et une autre à coefficients négatifs. On 
peut par conséquent munir une variété orientable de deux orienta- 
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tions: par l’une de ces orientations les formes d’une classe 
seront positives et les formes de l’autre, négatives, et vice versa. 
On appelle domaine à frontière orientée sur une variété orientable 
M un domaine D tel que pour tout point p, € D soit il existe un voi- 
sinage UC D et p, est alors un point intérieur de D, soit il existe 
dans un atlas de M une carte (U, x) pour laquelle D NA U = {p EU : 
zh (p) << 0} et p, est alors un point frontière de D (x, est la derniè- 
re coordonnée de x). L'ensemble des points frontières de D s'appelle 
frontière de D et se note 0D. La frontière 0D est une variété orientable 


Fig. 17 


à 7—1 dimensions. Soit (U, x) une carte d’un atlas de M telle que 
U"N9D et supposons que M est orientée de telle sorte que la 
forme dr = dr, | ... /\ dr, > 0. Si D peut être décrit locale- 
ment comme un ensemble {p EU: x (p)<<0}, on appelle orienta- 
tion induite de 0D une orientation telle que sur D NU la forme 
dr, À -.. /\ dr, | soit de signe (—1)"-! (cf. fig. 17, où pour 
n = la forme dr <0 sur 0D et pour n = 3, la forme dr, À 
À dre > 0). 

Les cConlHLnées locales et la partition de l’unité nous permettent 
d'introduire la notion d'’intégrale étendue à un domaine à frontière 
orientable. La formule de Stokes devient alors: pour toute (n — 1)- 
forme w sur une variété M à n dimensions et tout domaine DE M à 
frontière orientée 0D 


\ w= | du, (17) 
ôD D 
où l'orientation de OD est induite. 

Signalons en conclusion que dans la deuxième interprétation la 
formule de Stokes peut être écrite pour les formes de degré moindre. 
Rappelons à cet effet qu’un ensemble NC M est une sous-variété à 
k dimensions de M s'il existe sur M un atlas tel que pour toute carte 
(U; x) telle que VU NN = 9 on ait UNN= (PEU: zh41 (p) = 

Re = Zn(P ) = 0}; ici k<n = dimM et zx = (x, ..., Zn). 
Si la variéte M est orientable, l’orientation de À est localement in- 
7—0848 
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duite et de plus si celle de M a été choisie de telle sorte que dr, À ... 
... À dzn > 0, l'orientation qu'elle induit sur # est celle pour 
laquelle dx, À ... À dry > 0. Pour les (k—1)-formes w sur une 
variété orientable M à n >> kX dimensions, la formule de Stokes 
(17) peut être écrite pour des domaines à frontière orientée sur des 
sous-variétés à À dimensions de "M. 

Au numéro suivant on étudie la formule de Stokes sur des varié- 
tés complexes. 


15. Théorème de Cauchy — Poincaré. Toute variété complexe .W 
à nr dimensions peut être traitée comme une variété réelle à 2 di- 
mensions. Pour coordonnées locales d'une carte complexe (L’, 2) 
on peut alors prendre un ensemble de 2n fonctions réelles x, — 
— Re z, (p), y, = Imz, (p). Mais on peut aussi envisager un en- 
semble de 27 fonctions complexes 2, (p), z, (p), qui sont liées aux 
fonctions du premier ensemble par des relations linéaires non dégéné- 
rées 24 — Ly + lYys Zy = Ty — iyy *). 

La formule de Stokes reste visiblement valable pour les variétés 
complexes si l'opérateur de différentiation d est exprimé en les 


coordonnées locales z et z. La notion de chaîne de dimension (réelle) 
k se généralise sans changement aux variétés complexes. Les (r,s)- 
formes de degré r + s — k à coefficients complexes peuvent être 
intégrées le long de ces chaînes et la formule de Stokes garde sa for- 
me (13). Pour les sous-variétés (pas forcément complexes) d'une 
variété complexe, la formule de Stokes garde aussi sa forme (1%) si 
le degré de la forme est de 1 inférieur à la dimension réelle de la 
sous-variété et : i l'orientation induite de la frontière est définie pour 
la :tructurc réelle. 

Après ces éclaircissements il est aisé de prouver un théorème gé- 


néralisant le théorème fondamental de Cauchy: 


Théorème 1 (Cauchy — Poincaré). Soit M une variété complexe 
de dimension (complexe) n et soit w une n-forme holomorphe sur M. 
Alors l'intégrale de w le long de la f ontière de toute chaine à n +1 
dimensions 6€ M est nulle: 


| w=0. (1) 

00 
> En coordonnées locales (z,z) sur un voisinage UC M la 
forme holomorphe w s’écrit w = f(z) dz, À ... /\ dz,, où f est une 
fonction holomorphe dans U. En vertu de l'holomorphie 8f— 0, 


*) Le fait que les coefficients de ces relations sont complexes est sans im- 
ortance, car sur M il est naturel d'envisager des fonctions complexes et des 
ormes à coefficients complexes. 
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n 


donc df = df — » 2L az, ; les propriétés de la multiplication 
v=1 ds 

extérieure nous donnent donc dw = df A dz,À\ ... /\ dz, = 0, 

i.e. la forme © est fermée. Le corollaire 1) de la formule de Stokes 

du numéro précédent nous dit que l'intégrale (1) est nulle. < 


Remarque. Si l’on se sert de la formule de Stokes sous la forme 
(17) du numéro précédent, on peut remplacer la chaîne © du théorè- 
me de Cauchy — Poincaré par un domaine à frontière orientée sur une 
sous-variété M de dimension réelle r + 1. En particulier, si M 
appartient à C", le théorème devient: 

Pour toute fonction f € © (D) et tout domaine G à frontière orientée 
sur une sous-variété MC D de dimension réelle nr + 1,0on a 


| fa , dz=d2, À ... Adz, (2) 


ôG 


(les coordonnées évoluent sur le domaine D tout entier et w = fdz2). 

Signalons une différence fondamentale entre le cas multidimen- 
sionnel et le cas unidimensionnel dans ce théorème : pour r = 1 les 
domaines D et G ont la même dimension et pour nr >> 1 la dimension 
de G est inférieure à celle de D, puisque nr + 1 << 2n. 

Signalons encore un cas particulier de ce théorème. Soient 
1EOD)etG=G X... x G, E D un domaine polycirculaire 
(G, sont des domaines plans simplement connexes à frontières diffé- 
rentiables 0G.,). Le squelette  — 9G, X ... x 0G, de ce domaine 
est la frontière des domaines fermés à nr + 1 dimensions S, — 
= 0G X...xXG;, X... X 0G, E D. Donc l'intégrale le long 
du squelette T d'un tel domaine est nulle: 


| fa:= (3) 


r 


(comparer avec la formule intégrale de Cauchy pour les polydisques). 

Citons maintenant l’analogue multidimensionnel du théorème 
de Morera qui est réciproque du théorème de Cauchy. Si n = 1, 
pour que f soit holomorphe dans D, il suffit que soit nulle l’intégrale 
étendue aux frontières de domaines de forme spéciale (des triangles 
À € D) et aussi que cette fonction soit continue (cf. n° 21, tome 1). 
La situation est la même pour »# > 1. Les triangles sont alors des 
« prismes » 7, à n + { dimensions qui sont le produit d’un triangle 
À, contenu dans le plan C'(z,) par le produit A, de segments 
[a,, z,] situés dans les autres n — 1 plans C! (z,), p = v: 


T,=A,XA, (A= [ [au zu] ) (4) 
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(cf. fig. 18, où le plan z, est mis en évidence et l’espace des autres 
variables z, représenté schématiquement). 


Théorème 2. Si une fonction f est continue dans un domaine 
D & C” et si pour tout prisme T, € D de la forme (4) on a 


\ fdz=0, (5) 


OT, 


alors f EO (D). 


> Il suffit de prouver que f est holomorphe au voisinage d’un 
point arbitraire a € D. Fixons a et considérons la fonction 


Ft)= | JOa... | fo: (6) 
] 


(ar. z1] Lane Zn 


cette fonction est définie et continue dans un voisinage de a. Pour 
tout v (v = 1, ...,n) on peut la met- 
tre sous la forme 


F@= \ Fa, 
[a,, z,] 

où F7, est l'intégrale de f étendue à 
A, (le produit des segments [a,, z,), 
u =£ v). La fonction F, est manifeste- 
ment continue par rapport à &, dans 
un voisinage U, du point a, et d’après 
la condition (5) pour tout triangle 
A, ŒV,ona 


Fig. 18 \ F,dè,=0. (7) 


6A, 


En effet, cette intégrale ne peut différer que par son signe de l’inté- 
grale 


fat= | jai, 


04, XA, êT, 


où 7,—A,X%X A, et dé — dé, A ... /\ d£, (on s'est servi du 
fait que sur la partie de OT, distincte de 9A, X AÀ,, i.e. sur la partie 
A, X 9ÂÀ, (qui est l’ensemble des « bases » du prisme T., cf. fig. 
18), la coordonnée &, — const, donc d£, — 0 et l'intégrale de 
f dé le long de cette partie de la frontière disparaît). 

D'après le théorème de Morera pour les fonctions d’une seule va- 
riable il s'ensuit de là que F est holomorphe en la variable z.. 
Ce raisonnement étant valable pour toute z,, la fonction F est holo- 
morphe en chaque variable dans un voisinage UÜ du point a. D’après 
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le théorème de Hartogs la fonction F est holomorphe dans ce voisina- 
ge et par conséquent il en est de même de la fonction 


f()= EE - 


16. Equations de Maxwell. Appliquons l'appareil développé 
plus haut à l'établissement de la représentation intégrale des solu- 
tions des célèbres équations de Maxwell qui sont à la base de la théo- 
rie de l’électromagnétisme et, en particulier, de la radiotechnique 
et de l'optique. Ces équations sont de la forme 


8H 


div H=0, rot E+-—0, 
0 
di OE (1) 
ivE=p,rot H— Ge = J, 


où E = (£;,, E,, E;) et H = (H,, H;,, H;) sont les vecteurs 
intensités des champs électrique et magnétique, p la densité, 
J = (J,, J,, J,) le vecteur courant ; la variable x, figure le temps, la 
divergence et le rotationnel sont pris par rapport aux coordonnées 
spatiales x,, Zoe, Zs. 

Il est commode d’écrire ces équations à l’aide des formes diffé- 
rentielles. En effet, soient les formes 


3 3 
F— 2 E, dr, /\ dro+ 2 H} dre 


k= 
(2) 
*F — 2 H, dr, /\ dm +2 Ey dzçuy, 


Où dzn] = dte À des dtfo] = dts /\ dis, dzçaj= dr À dr: Un 
calcul simple montre que les équations homogènes de Maxwell 
(dans lesquelles p = J — 0) expriment les conditions de fermeture 
de ces formes : 


dF = 0 pour le premier couple, 
d +F = 0 pour le second couple *). (3) 
Citons encore une forme de ces équations. L'opérateur = : (E,H)+ 
— ( — H, E) est linéaire dans l’espace Rf des valeurs de (£, H) ou, 
ce qui est équivalent, dans l’espace des 2-formes sur une variété M 
à quatre dimensions, et son carré est égal à la transformation iden- 


tique affectée du signe moins. Donc l'opérateur + admet deux va- 
leurs propres + i et de ce fait toute 2-forme w sur M se décompose 


*) Dans le cas non homogène le second couple d'équations de Maxwell 


hk=1 
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en une somme de deux formes 

@ += + (0 — iso), &7 = + (w+ iso), 
pour lesquelles respectivement *w0* = iw* et #@7 — — io”; œ* 
et w” sont appelées parties autoduale et antiautoduale de w. 


En particulier, les parties autoduale et antiautoduale des formes 
de Maxwell (2) sont 


3 3 
pe 3, ER Qu, À drot D) ÆATER dr, 


h=î k=1 
3 3 
= D HR Q7, À dto+ > HER Gris, 
k=1 Rk=1 
ou 
3 
F*— à Fi (dr, À dro— à dzuj), 
2 (4) 
F=2EF, k (dzx Ado + à drtny), 
où 
=+(E+iln), k=1, 2,38. (5) 


Les formes (4) définies sur l’espace réel de Minkowski M peuvent 
être prolongées à des domaines M°£ de son compactifié (cf. n° 13). 
Passons à cet effet aux coordonnées de Pauli Zjx en posant 


To =+ (Zoo + Zu1)s Zi = + (200 — 211), 


1 1 
= + (20: +210)  Ts= LTE (Zo1 — Z10) 
(cf. (3) du n°13). Alors 
dr, À dr, —i dr, A dzs= + (d209 À za + dzoi À dZi0); 


dr, À dr, — i dr; /\ dx, =+ (dz51 À dZ11 + d200 À dz:0); 


dr; À dro— i dr, À dre = + (d200 À dZ10— d2o1 À dzs) 
et la forme autoduale de Maxwell devient 
F* = fidzo9 À dZ10 + 2 (dZ00o À Zi + dZo1 À dZ10) + 

+ fsdzor À dzus (6) 


où fi = — (Fa + iF,M2, fa = Ful2 et fs = (Fe — iF,)/2. De façon 
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analogue, la forme antiautoduale de Maxwell s'écrit 
FE = fidzoo À dZo1 + 2 (dZ00 À dZ11 — dzoi /\ dZ10) + 

+ f3dz10 À dZu: (7) 
où fa—=/fx, k=1, 2, 3. 

Sous cet aspect les formes F+ se prolongent comme des (2,0)-for- 
mes à des domaines M & Cf si les coefficients f, sont prolongeables 
dans ces domaines. Les prolongements des équations de Maxwell aux 
domaines A expriment les conditions de fermeture de ces formes 
par rapport aux variables z,4, . . ., 21: les parties autoduales 

Ofr_ __ _Ofs 071. —_ _dfs Of _ Ofs Os __ Os (8) 
Jon Oro ” Oiin OZ10 * OZon O0 O1 210 
les parties antiautoduales 


Ôfs___ fs. Ôf1 __ Ofs  Ôfs __ ôdfs Of2 __ Ôfs (9) 


dz19 — ES : din — Oz ” 9210 E dz90 ” CP — dun ° 


Donc pour que ces équations soient satisfaites il faut prolonger les 
coefficients G£ de telle sorte que dans les formes dF+ n’apparaissent 


pas de dérivées par rapport aux variables z;;, i.e. prolonger ces coef- 
ficients par holomorphie par rapport aux variables z;;. 

La décomposition des solutions des équations de Maxwell en par- 
ties autoduale et antiautoduale admet par prolongement à un domai- 
ne complexe une interprétation naturelle en termes de géométrie 
des twisteurs ; les formes autoduales (6) s'annulent sur les B-plans, 
les parties antiautoduales (7), sur les &-plans. 

En effet, sur les f-plans IL,, où « est fixe et B est un paramètre, les 
relations (15) du n°13 nous donnent 


dz9o = GodBor dZo1 = God dZ10 — X1dBo, dZ11 = id, 


d'où dz99 À do = 200 À dZu1 + d2o1 A dZ10 = dZo1 À dZu = 0, 
donc F* In — 0. Idem pour les «-plans. 

Pour obtenir les représentations intégrales des solutions de l'équa- 
tion de Maxwell on se servira de la méthode développée par Penrose. 
En vertu des idées du n°13, passons à l’aide de l'application p des 
domaines M de l'espace de Minkowski aux domaines D, de l’espa- 
ce des twisteurs PS. En vertu de (11) du n°13, l'application p associe 
à un point Z une droite ee complexe 


= 29000 + Zo1Wi; 
l=p(Z 
p (2): Ws = 2000 + Zn (10) 
et de plus si Z € M, alors LS D. 


Puisque l’image de Z est une droite, il semble naturel de chercher 
la solution sous forme d’une intégrale le long de cette droite. Si Ë 
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est un paramètre complexe sur /, l’élément d'intégration sur / est 


de la forme d& /\ dé, donc cette intégration abaïissera le degré d’une 
forme de (1,1). Donc si l’on veut obtenir une (2,0)-forme, il faut inté- 
grer une (3,1)-forme le long de L. 

Suivant la méthode proposée par S. Guindikine et G. Henkine, 
on prendra ces formes sous l’aspect du produit Q = © À Q,, où 


Qo = wodun /\ dus, À dus — wdu, À dus | dws + 
+ wodw, À du, Â\ dws — wsduw, Â dw, À dw: (11) 
est une (3,0)-forme standard et 


o = adu, + aduw, + a,dw, + a.dw, 


une (0, {)-forme dans D. à coefficients arbitraires. Ceci étant, les 
formes w et Q doivent être définies de façon cohérente, i.e. exprimées 
en fonction des coordonnées locales sur les cartes de P%, par exemple, 
dans : us affine, en fonction des coordonnées £, = w:/wo, 
k = 1,2; 

Vu que © = (a + ... + asbs) dus + wo (dé + 

..+ asd Css < cette forme € est définie de façon cohérente si aw, + 
.. . + ass = 0 et Woa; dépendent des rapports Cr = wk/wo, 
1.e. Si a, sont des fonctions DORE de degré — À par rapport aux 
variables w,. D'autre part, Q, = wf dé À dés À dés et la condi- 
tion de définition cohérente ‘de la forme Q revient à exiger que 
w,ajw$ dépendent seulement de &,, i.e. les coefficients a, de la forme 
w soient homogènes de degré —4 par rapport aux variables w,. 

En vertu de (10), la droite ! = p (Z) est décrite en coordonnées 
affines par les équations 


C2 = Zoo + Zo1 01 Cs = 210 + Zu (12) 


et on peut la paramétrer par & = &,. Pour calculer la restriction à L 
de la forme Q,, il faut tenir compte de la dépendance de &, et de ës 
non seulement par rapport à &, mais aussi par rapport à z;,, de sorte 
que sur 


dû Â d Co Â dé; = 
= (d200 + Édzo + Zo1dE) À (do + Édz1 + 21d0) À dé = 
= [dz60 À dZo + € (d200 À dZn1 + dZo1 À dZ10) + 
+ Ldzo À dzu)] À dé. 
On voit apparaître les formes dont on aura besoin — celles qui figu- 


rent dans l'expression (6) des formes autoduales de Maxwell ; dé- 
signons-les plus brièvement par 


D, = dz60 À do Dir = dZ00 /\ dZu + dz01 À do 
Dirr = dZo1 À dZu- 
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De façon analogue, 
oO |; = Lo [Ca + Zo1@2 do Z1103) dë + do (dZ00 + Cdzo1) + 
+ as (0 + Gdzu)l, (13) 


et comme dans l'intégration sur / il faut envisager les seuls termes de 
Q de bidegré (1, 1) par rapport à &,ona 


O Â Q — ( w, (ai + 20102 + 21103) dé Â uw (Di + 
=p(2) € 
+ Dir + LOrrr) À dé = \ wo 1 À (Dr + EDrr + E2Drrr) /\ dé. (14) 
C 


Donc à toute (0, 1)-forme w sur les domaines D. dont les coeffi- 
cients sont homogènes de degré —4 par rapport aux variables 
w;*) est associée la forme 


w=— \ © A = Dr + frDri + faut (15) 

p{2) 
de bidegré (2, 0) par rapport aux variables z;, et dont les coefficients 
fa (2)= | Lwtol: À dt, k=1, 2, 3 (16) 


C 
sont définis sur les domaines M‘ de l’espace complexe de Minkowski 
(on rappelle que si Z € M£, alors ! = p (2) D). La transformation 
P : © —+ @ — ( A) Â Q, 
P(Z) 


s'appelle aussi fransformation de Penrose. Prouvons maintenant que 
SP transforme les formes d-fermées en solutions des équations de 
Maxwell. 

Théorème 1. Pour toute forme w Ô-fermée sur D. dont les coeffi- 
cients sont de classe CT et homogènes de degré —4 par rapport aux varia- 


bles w;, la forme w = # (w) est une solution autoduale des équations 
de Mazwell dans les domaines M. 


> 11 faut prouver que dans les conditions du théorème les coeffi- 


cients f, de la forme © dépendent holomorphiquement de Z et que 
cette forme est fermée. En coordonnées locales &, &,, E: les condi- 


tions de 0-fermeture de la forme w = w (a dé + a.dbe + ad Es) 


*) La condition d'homogénéité de degré —1 par rapport à w; est automa- 
tiquement réalisée si w est définie de façon cohérente. 
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s’écrivent 
Das _ es ôe_ des Ô2s _ des 
ts 6" Où 6 ss OÙ 
et sous le signe d'intégration de (16) figure la fonction 
ER — Ck-lpwé (a + Zo1@o + Z1@3) = Ch-Lputg, 
k = 1, 2,3. (17) 


La règle de différentiation des fonctions composées compte tenu de 
(12), et les conditions de fermeture de w nous donnent 


ÔER _ hp da; 
Ta = Pau (EE + Zoe + ue) = 

— th-1 

— 0 vu (2 = Han = + , = a, 
Or +2 Zo! ta e est FR de différentiation 


ie par rapport à & suivant la droite /, car en vertu de (12) son vec- 
teur directeur est (4, Zo1: Z11)- Donc en dérivant dans (16) sous le 
signe d'intégration, on obtient 


= (er-i, H dE À à = | à (E*- tuba, de). 
C C 


0200 


D'après le théorème de Stokes cette intégrale est nulle, puisqu'elle 
est prise en fait sur la droite projective Z dont la frontière est vide. 
De façon analogue, 


dg — da; 044 — des 

0210 Os +201 F ta ds dE 

ôg = - dg d >; 
——_——— des = a =——= — (Ld:a), 
ET HA D 2 nd 


d'où il s'ensuit que f, sont holomorphes par rapport aux autres va- 
riables. 


Les conditions de fermeture de la forme © ont l'aspect (8), puis- 
que les coefficients f, sont be Mais d’après (17) et (12) 


4] ( Ô 4) 
Fe (5 = +2 Zoi 57. +24 = Re) GC 
et puisque g,—=£g>, en dérivant dans (16) sous le signe d’intégra- 


tion, on trouve que Sa "he. On vérifie de façon analogue 
Ozo1 0200 


les autres conditions (8). 
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Remarques. 1. Si w est une forme à la fois 0-fermée et 4-exacte 
sur D, à coefficients homogènes de degré —4 par rapport à w,, alors 
$ (w) = 0. En effet, en coordonnées locales &, £:, &s la forme 
w$@ —= 0p, où p est une fonction de classe C* dans la partie affine 
de D, et la formule (16) devient alors 


ha (2= Ÿe- Gp À a6= | à (*-1qh à0). 


C C 


D'après la formule de Stokes f, (Z) = 0 pour # = 1, 2, 3, car l’inté- 
gration a lieu sur la droite projective. 

2. Si la forme w est prolongeable par différentiabilité à 0D., = N, 
l'intégration dans (16) peut être effectuée aussi le long des droites 
d = p (2) pour Z € M. On obtient dans ce cas les solutions autodua- 
les des équations de Maxwell sur l’espace réel de Minkowski. 

3. En coordennées homogènes sur P* les formules (16) des coeffi- 
cients s’écrivent 


h = \ wj-w4-tol; À (du —w,dw), k=1, 2, 3, (18) 
P(Z) 
ce qu'on vérifie par une simple substitution de w, = w,&6 dans (18). 


Montrons maintenant que la transformation de Penrose $ nous 
donne toutes les solutions autoduales des équations de Maxwell. 
Pour cela il faut étudier la transformation réciproque de l’autre 
transformation de Penrose, p, qui comme on l’a vu au n° 13, associe à 


une 4 x 2-matrice Z € M° le plan de C‘ tendu sur les vecteurs colon- 
nes de cette matrice ou, ce qui revient au même, la droite de P* 
passant par les points dont les coordonnées homogènes sont les élé- 
ments de ces colonnes. La transformation réciproque p-} associe donc 
à une droite 1 P* ou, ce qui revient au même, à un couple de ses 


points (w, v) la matrice Z ayant pour colonnes les vecteurs w et v. 
Supposons pour fixer les idées que À = ww, — wv, 0; la 


matrice Z associée au couple (w, v) peut alors être remplacée par la 
matrice équivalente de la partie affine du grassmannien 


W, Lo 
= W, L, W, y”! E 
Ze — : 
W; Le W, U Z 
Wz Vs 
où 
4 fDols —Wivs We — Wa 
Z=2(w, )=+( : (19) 
DaU: — WiU3 WoUs — Dal) 
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Donc pour de tels couples (w, v) la transformation réciproque de Pen- 
rose est de la forme p”!:(w, v) —+ Z (w, v), où la matrice Z est définie 
dans (19). 

Fibrons P* en une famille de droites projectives non concourantes: 
les droites de ce fibré seront alors définies par un seul point et donc 
la transformation de Penrose sera aussi définie par un seul point. 
On peut construire ce fibré à l’aide de l’antiinvolution qui en coor- 
données homogènes sur P* est de la forme 


V:(Wos Wis Wos Ws) —+ ( — W,, Wy, Way —Wi). (20) 
C'est une application antilinéaire de P* sur P* jouissant des propriétés 
suivantes : 

4) v° (w) = — w pour tout w E PS. (Ceci est évident). 

2) L'antiinvolution conserve les domaines D, et la surface N. 
(Puisque wow: + WWws + — - WjWs — Vols par l’antiinvolution, la 
forme © (w) — — 2 Im (ww: + ww) qui définit ces ensembles 
reste invariante, cf. n°13). 

3) L'antiinvolution transforme les droites passant par les points 
w et v (w) en elles-mêmes (les points w et v (w) se transforment en 
v (w) et —w et le point —w en tant que point de P* est confondu avec 


4) Les droites L et !’ passant respectivement par les points w, 
v (w) et w’, v (w’) soit ne se coupent pas, soit sont confondues. (Si 
l et !’ se coupent, il existe À, A; EC tels que A,w + Av (w) — 
= À w’ + Av (w'). Les points w et v (w) sont C-linéairement indé- 
pendants, puisque ce sont des points distincts de / et comme 
dimc P$ = 3, alors ou bien w’, ou bien v(w')s "expriment linéairement 
en fonction d'eux. Supposons par exemple que w' = Àw+ uv (w). 
Alors v (w’) = Àv (w) — uw, i.e. les points w’ et v (w’) appartien- 
nent tous deux à la droite passant par w et v (&), et ! = L.) 

Soit Le la famille des droites projectives de P* passant par les 
points w et v (w) (le sens de cette notation apparaîtra plus bas). 
D'après la propriété 4) de l’antiinvolution cette famille décompose 
P* en droites non concourantes appartenant entièrement chacune, en 
vertu de la propriété 2), soit à D, , soit à D., soit à N. Les droites de 
LE sont entièrement définies par un de leurs points, donc sur LE 
la transformation réciproque de Penrose est définie non par un cou- 
ple mais par un seul point w. En particulier, pour tous les points w 
tels que A= |w, | +]|w, |*Æ0, la formule (19), où v = v(w), 
nous donne 


p'iw—Z(w)=—+ 


Wa — WW LU. Lolo 
À 143 (21) 


Way + WaWo Ugly — Woo 
On voit sur cette formule que les images des droites de LE par 
la transformation réciproque de Penrose sont des points situés sur 


$ 5] VARIÊTES ET FORMULE DE STOKES 109 


ie plan de dimension réelle 4 

E = {2 ECf:2h = — 200 20 = Zu }- (22) 
D'autre part, à tout point ZE E la formule (10) associe la droite 
d = {wa = 2990 + Zo1W Ds = ZoWo — Zoo}. Mais les coordon- 
nées du point v = v (w), où w € 1, satisfont, en vertu de (20), aux 
équations Us = — 2901 + 20100 —Ve = — ZoùÙ1 — Z9@0; CN pas- 
sant aux équations conjuguées complexes, on voit que v € L, i.e. 
€ Le. La transformation de Penrose p établit donc une correspon- 
dance biunivoque entre les points du plan E et les droites du fibré 
Le. 


Sur (22) on voit que pour tout point ZEE 


Yoo 0 
Im Z=(Z— A 0 ) 
Donc les ensembles 
= {2Z2CE: Yo & 0}, Es = {Z2€E: Y oo = 0} (23) 


appartiennent respectivement à M et M et, par suite, p les transfor- 
me en droites situées dans D. ou sur W. 

Le plan E admet une interprétation physique intéressante: 
la transformation réciproque de Pauli 

Zoo — Zo F Zi Zo1 = Z2 HF ss 10 = Ze — is Zn = Zo — Z 
(cf. n° 13) le transforme en un sous-ensemble de l’espace complexe de 
Minkowski tel que Re z, = Im z, — Im z, — Im z; — 0, i.e. le 
temps Z, = ix, est imaginaire pur et les coordonnées spatiales 
Zn = TZ (k = 1, 2,3) sont réelles. Sur ce sous-ensemble la norme 


IZIP= —-(r+ri+ai+c)= — 1: 


est confondue au signe près avec la norme euclidienne, d’où le nom 
de sous-espace euclidien de M donné à E. Signalons encore que la 
transformation C-linéaire 


200 F Zu = iz,, Zoo — 211 —= 29 
Zn FT Zi0= 21  Zoi — 210 — ÉZ4 
associe à E l’espace réel {7° € C#: Im 7 = 0}. 


Tout est prêt maintenant pour démontrer le résultat formulé plus 
haut. Pour fixer les idées on se bornera au domaine 11. 


Théorème 2. Pour toute solution autoduale 
* = fi + fDyr + {Dur (24) 


des équations de Maxwell dans le domaine MS, il existe dans le domaine 
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D,cP* une (0, 1)-forme w 0-fermée à coefficients homogènes de degré —4 
par rapport aux variables w; dont l'image par la transformation de 
Penrose $ est confondue avec F*, i.e. F* — ® (w). 

> Utilisons la transformation réciproque de Penrose (149) pour 
former la fonction g, (w, v) = fx (Z (w, v)), où f,, k = 1,2,3 
sont des coefficients donnés de la forme (24) et w, v des twisteurs de 
D., et posons 


1 
po, = (eivi — 282001 + Esvè) (25) 


(nous considérons la partie de D, dans laquelle À = ww, — wv, 
=£ 0). Introduisons maintenant la (1,0)-forme différentielle 


3 
0 
o (w, v)= }, Go; 0 
J=0 
et considérons sa restriction au fibré Le, i.e. posons v =  (&), où 


v est l’antiinvolution (20) ; établissons une (0, 1)-forme différentielle 
sur D. : 


dp 1— 0p j—  dP ;— , 0p — 
& (w) — Fe du, — ee du’, 0 dw, + dw, . . (26) 


La fonction étant homogène de degré —3 par rapport aux varia- 
bles w;, la forme w est homogène de degré —4 par rapport à ces va 
riables. La forme « s'exprime en fonction des coordonnées locales 
sur P* et un calcul direct mais assez fastidieux faisant intervenir la 
dérivation des fonctions composées g, montre que si F* est solution 


des équations de Maxwell, alors & est 6-fermée dans D... La forme 
(26) satisfait donc aux conditions imposées à la forme «© du théo- 
rème 

Sur une droite L € L£ on a en vertu de la formule (13) 


0 


— 0 - Ô - - 
D f1= 9 ( —7—— 20 D + Zu Fe ) a+. 


(nous n'avons écrit que la partie esssentielle à l'intégration sur /). 
En calculant les dérivées de la fonction de (25), on trouve que l’ex- 
pression entre parenthèses est égale à 


3v | 0G - _0G - _0G 
Ge (ru Eu) » 


où comme précédemment À = wi, — wiv, et G = gavi — 28200 + 
+ ga. Un calcul à l’aide de la formule (21) montre que pour 
uv — v (w) la dernière parenthèse est nulle et 


nhnê PE PRE = 
Sn ET (gai + 282000 + gai) + 


4 
OU Tue lui 
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La transformation p-! associe à tous les points de / € LE le me- 
me point Z —Z (w), donc les coefficients gx (w, v (w)) = fx (2) 
sont constants par une intégration sur L. En introduisant encore la 
coordonnée & = w,/w, sur la partie affine de !, on obtient en défini- 
tive 


viol = eme Ua 2Ee+ Éf)+ 


En portant ceci dans (16) on trouve que les coefficients de la forme de 
Maxwell w associée à la forme (26), sont égaux à 


: ta” dé À di 
h = hi | ne + 


Th1S dt À d& th-1E2 dé A dé Nr. 
+ 2f2 (+ ]c12) + fs \ A+ 1012) h: k=T _, 3. 


Les intégrales se calculent ici de façon élémentaire en coordonnées 
polaires et en outre, par raison de symétrie, pour À — 1 seule la pre- 
mière intégrale est non nulle, pour 4 = 2, seule la deuxième, et pour 
ka — 3, seule la troisième. Il se trouve aussi que 


dé À dé _» IEI2 dE À dt IEI4 de À de 
CERTES (+102) J (+) ? 

C C C 
donc fx = cf, pour À = 1, 2, 3 et pour la même constante c. 

Par conséquent, si l’on pose w — & (w)/c, où w (w) est définie 
dans (26), le théorème 1 nous dit qu'à la forme w et à toute droite 
LE LE sera associée la solution confondue avec la solution F*. 
Reste à signaler que les images des droites / de L£ dans MC sont des 


points de E +, de sorte que les coefficients f./c et f, seront confondus 
sur l’ensemble E, tout entier. Mais ces coefficients sont holomorphes 
dans le domaine MC etE est C-linéairement équivalent au sous-espace 
réel RtC Ci. D’après le théorème d’unicité du n° 5 on en déduit que 
fr = cf, partout dans M, i.e. la solution construite est partout con- 
fondue avec F*. 4 


Nous avons signalé plus haut que si la forme w est prolongeable 


par différentiabilité à NW, alors w = # (w) est solution des équations 
de Maxwell sur l’espace réel de Minkowski M. Mais ce procédé ne 
donne pas toutes les solutions sur M : on peut simplement démontrer 
qu'une telle solution s'exprime en fonction des valeurs frontières 
(au sens généralisé) des solutions dans les domaines fc. 

Au n°952 on poursuivra l'étude des équations de Maxwell et on 
exhibera des représentations intégrales de leurs solutions, qui sont 
plus avantageuses aux applications. 
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$ 6. Géométrie de l’espace C” 


Cette géométrie est bien plus riche que la géométrie de la droite 
complexe C. Commençons par la description des principaux types de 
sous-variétés de C”, types qui diffèrent par la structure complexe. 


17. Sous-variétés de C”. Les plus simples sont les sous-variétés 
de codimension réelle { (les hypersurfaces réelles). Une telle variété 
M peut être définie localement au voisinage U de l’un quelconque de 
ses points par une seule équation réelle: 


= {EU:p (à = 0}. (1) 
Supposons que € CT (U) et que le vecteur 
_ {9 2 
V.p= (5 °° "Ozn | (2) 


est non nul dans U. L’équation du plan T7, (M) tangent à Men a 
est de la forme 


ñn 


— $,) =0, ay + iB, = dy 


 Œ&— —a)+2 


2 2 


ou, après des transformations standards, 


n 
'! 99 ER 
> | (y — a) + À Re | Eva) = 0. (3) 
v=i v=i 
La fonction étant réelle, on a 29 — et la deuxième 
P 02 dzy 


somme de (3) est conjuguée complexe de la première. Il s'ensuit que 
l’hypersurface réelle 7, (M) contient l’hyperplan complexe 


4) 
7], Ga) =0, (4) 


qui s'appelle plan tangent complexe et se désigne par T° (M). 
Les équations (3) et (4) deviennent 


Re (2 — a, Vap) = 0, (2 — a, Vap) = 0. (5) 


Puisque la partie réelle du produit scalaire hermitien est égale au 
produit scalaire euclidien, on voit sur la première équation (5) 
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que le vecteur #7, = V,.®, qui est conjugué complexe de V,®, est 
normal *) à M. Signalons encore que le vecteur iV,® est R-orthogo- 


nal au vecteur V.g (car Re (iV,®, V,®p) = 0), donc il appartient à 
T: (M). De plus on voit sur la deuxième équation (5) que si 


2 € TS (M), alors (2—a, iV,p) = 0, i.e. z — a est C-orthogonal à 


iVap. La droite complexe n£ = {z — a = Àn,, À € C}, qui s'appelle 
normale complerze à M en a, coupe 7, (M) précisément suivant le vec- 
teur iV,p. Tout ceci est représenté sur la figure 19. 


Exemples. 
1. Le plan complexe tangent à la sphère S — {2€ C':1z| — 
= R} en un point a est défini par l'équation 
n ui] 
D ay (Zy— ay) = O ou » avc = R?, 
v={ v=i 
car Dasa, = R°? pour a ES. 
2. L'hypersurface réelle N = P* d'équation homogène !m (wçw, + 
+ ww) = 0 (cf. n° 13) est définie en coordonnées locales z, — 
— w,/w, sur le domaine U, = {[w]l € P$: w, -£0} par l'équation 
Ze + Z1Z3 —— Za — 72 — 0. 
En un point arbitraire a € N l'équation 7€ (N) est donc de la forme 


Gaz; > Zo ES d123 + do _ 0. 


*) On peut expliquer ceci d'une autre manière : la normale 
( A 9p 89 2 }eRer 


ôz, 9 0.9 EP ’ dy: ’ ME TA 


se transforme par complexification en le vecteur 


8—0845 
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En passant aux variétés de codimension réelle k => 1, on supposera 
qu'elles sont localement définies par À équations réelles 


M = {GE U:p (D =... = pa (2 = 0}. (6) 
et de plus partout dans U 
dy, VA ._. e VA do Æ£ 0. (1) 


Pour établir la signification de la dernière condition, posons de nou- 
veau y, = Zn+,. La relation (7) devient alors 


0 (Pas ---» Px) 
2 Dave 2) div, À ... A dr, 0, 


où la sommation est étendue à toutes les collections ordonnées v — 
= (V1, - -., Vx) des indices 1, 2, ..., 2n. On voit que la condition 


(7) exprime que le rang de la matrice SE ) (Hu 1}: #2 
v 


v = 1. ..., 2n) est maximal ou. ce qui est équivalent, 


du dQu \ _r _ , = 
rang ( TR. ee )=4. TES PR CE RE 

La condition (7) exprime donc que les vecteurs V@, . .., V®x 
sont R-linéairement indépendants. Si cette condition est réalisée. 
le plan tangent T7, (M) défini par le système d'équations réelles 


Re (2 — a, Vip) = 0, ..., Re (2 — a, V,q:) = 0 (8) 


n’est pas dégénéré en chaque point a € M N U:il est de codimension 
m = 2n — k égale à dimr M. 

Le plan complexe tangent T7, (M) est défini par le système d’équa- 
tions complexes 


(2 — a, Va) = 0, ..., (G— a, Vapx) = 0; (9) 


c’est l’ensemble de toutes les droites complexes de 7, (M). On peut 
le définir aussi comme l'intersection T, (M) M iTe (M), où iT, (M) 
est l’ensemble de tous les vecteurs à (z — a), z € T, (M). Contraire- 
ment à 7, (M), la dimension réelle de T£(M) peut varier comme une 
fonction de a. 

En particulier, si dans U 


Op À -.. À px F0. (10) 


alors rang (2) :, et les vecteurs V®,,..., V®x sont 
v 
C-linéairement indépendants. On voit sur (9) que dimc T° (M) — 
— n—k et dimr 7° (M)=2r —2k<m; pour k>n cette di- 
mension est nulle. 
Cependant il est possible que les vecteurs R-linéairement indé- 
pendants Vo; soient C-linéairement dépendants (i.e. la condition 
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(7) est réalisée mais pas la condition (10)). Dans ce cas dime 7° (M) 
peut être supérieure à 2n — 2k et dans certains cas atteindre même 
2n — k — dim M. 


Exemple 3. Considérons dans C? deux plans Il, =4{z,=7,} et 
[,={z, —:,} de dimension réelle 2. Ces plans sont respectivement 
définis par les couples d'équations réelles : 


I, :z, — rs — Oo y, + y: = 0; IL :z, — 2: = 0, y, — ya = 0. 


Dans le premier cas Vo, = (1/2, —1/2) et Vo. — (i/2, i/2) sont 
C-linéairement indépendants et dim 7° (IL,) — - 0. dans le deuxième 
les vecteurs R-linéairement indépendants Vo, = (1/2, 1/2) et 
Vo: = (i/2, i/2) sont C-linéairement dépendants et dimp T° (II) = 
= 2. 

La différence entre les dimensions du plan tangent 7 (4f) et du 


plan complexe tangent 7° (M) caractérise la position des sous-va- 
riétés de M par rapport à la structure complexe de C". Enumérons 
les principaux types de sous-variétés 

1. Variétés complexes. T. Levi-Civita a prouvé en 1900 que ce cas 
se caractérisait par la coïncidence des dimensions de T (M) et de 


T° (M). 
Théorème 1. Pour une variété M C" de classe C! 
T; (M) = TS (M) (11) 
en tout point z € M si et seulement si M est une variété complexe. 
> Soit M une variété complexe localement définie par les équa- 
tions (2) = ... = fx (2) = 0, où les fonctions f sont holomorphes dans 
un visinage Ü de a dans lequel rang (5 Su =) k. En posant q, — 


= + u + fi), Prtu = 7 Fu — f,), p=1.....4k, on définit 
M NU à l’aide des équations réelles p, — . .. — per — 0. Puisque 
VPr+u = iV®u, l'intersection des plans tangents aux surfaces 
(Qu = 0} et {pr:+, = 0} est un hyperplan complexe. Donc T (M) 
qui est l'intersection de plans tangents à toutes les hypersurfaces 
{qu = 0}, u = 1, , 2k, est aussi un plan complexe. 
Réciproquement, supposons que 7,(M) = TC (M) pour tout 
z € M. Fixons a € M et sans nuire à la généralité supposons que 
a — 0 et que 7, (M) est confondu avec l’espace C” de coordonnées 


2 — (Zis Zm). D'après le théorème des fonctions implicites, 
la variété M est alors définie au voisinage de 0 par un système d’équa- 
tions z, = f, (‘z), oùu=m+1,...,n et f, sont des fonc- 


tions complexes de classe CT. Il suffit de démontrer que ÿ, sont holo- 
morphes par rapport à chaque variable; à cet effet désignons par 


S* 
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= Ein tout z,,..., z et considérons le plan S = {w — 
f (D)}, où w = (zm+1r + + + 2n) et dimr $ = 2. Le plan tangent 
à S en & est composé des vecteurs 


mur =] Gt) +, CE. 


Mais ce plan tangent doit être une droite complexe (en tant qu'inter- 
section de T (M) avec le plan complexe passant par le point Go). 


of = 
donc F0 0. 


% Montrer qu'une application f: D — C" de classe C' est holo- 
morphe dans DE C” si et seulement si son graphe {(z, f (z)) € 
€ C"*":z ED} est une variété complexe. 4 


2. Variétés complexes maximales. On appelle ainsi les variétés M 
pour lesquelles les dimensions réelles de T, (M) et T° (M) diffèrent 
en tout point z d’une unité (donc dim M est impaire). Nous avons 
vu plus haut qu’à cette classe se rapportent les hypersurfaces réelles 
et, en particulier, les frontières des domaines de C” si elles sont de 
classe C1. Puisque les variétés complexes à m dimensions peuvent 
entre localement traitées comme des domaines de C”, ceci est égale- 
ment valable pour les frontières des domaines de sous-variétés com- 
plexes de C”. 

Grossièrement parlant, ceci épuise la classe des variétés complexes 
maximales: récemment R. Harvey et B. Lawson ont montré que 
tout cycle complexe maximal dans C” (i.e. une variété sans frontière) 
est la frontière d’une variété, susceptible éventuellement de présen- 
ter des singularités *). 


% Montrer que a) un sous-espace R-linéaire complexe maximal 
La C'est un hyperplan réel dans son enveloppe C-linéaire L + iL; 
b) une variété complexe maximale M se projette bijectivement loca- 
lement au voisinage d’un point a € M sur un hyperplan réel de l’en- 
veloppe C-linéaire de T, (M). % 


3. Variétés totalement réelles. On appelle ainsi les variétés M pour 
lesquelles le plan complexe 7€ (M) — 0 en chaque point z. Il est 
immédiat de voir que dim M — m< n. En effet, dans un voisinage 
U de a définissons la variété M à l’aide des équations (6), où 4 — 
= 2n — m. Sim>n, alors À << n et le rang du système linéaire 
(9) définissant T£ (M) est << n, i.e. ce système possède des solutions 
z — a non nulles, donc 7° (M) 0. 


*) On admet que le cycle est de dimension m > 1; si m — 1 (cas d'une 
courbe réelle), la condition de complexité maximale devient triviale et est rem- 
placée par une autre; cf. R. Harvey, Holomorphic chains and their boundaries. 
Providence, USA, 1976. 
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Sim = n, le rang de ce systèmeest < n, et est égal à 7 si et seu- 


lement si les vecteurs Vo,, .... V®, sont C-indépendants, i.e. 
si est réalisée la condition 


ôps À --: À On Æ0 (12) 
(cf. (10)). Donc pour » = n cette condition caractérise les variétés 
totalement réelles. 

Comme exemples de variétés totalement réelles citons le sous-es- 
pace réel R'& Cet Jle tore réel T7" — {2€ C': 12,1 = 1, 
v=1,..., n}. Dans le premier cas il est clair que 7 (R”) — R” 
ne contient même pas de droites complexes, dans le second, 7” est 
défini par les équations ®, (z) = 5,2, — 1 (v = 1, .-.., nr) et les 
vecteurs V®p, — z, sont C-linéairement indépendants. 


% Montrer que a) tout plan de C" est la somme d’un plan 
complexe et d’un plan totalement réel; b) le graphe 
{(z, f (4) EC :z EU C} est une variété totalement réelle dans 


un voisinage de a € U si 0f/0z 0 en a. % 


4. Variétés génératrices. Ce sont des variétés M pour lesquelles 
en chaque point z l’enveloppe linéaire complexe des vecteurs de ba- 
se de T, (M) est confondue avec l’espace C” tout entier. Supposons 
que dim M = m; en la définissant localement comme plus haut à 
l’aide des équations (6) avec À — 27 — m, on voit qu'elle sera 
une variété génératrice si et seulement si le rang du système (9) est 
maximal (4). En effet, si ce rang est k” << k, alors dimc T, (M) — 
— m —=nrR—k" et l’on peut choisir dans 7, (M) une base dont les 
2m’ premiers vecteurs appartiendront à 7€ (M). Puisque l'enveloppe 
linéaire complexe de ces vecteurs appartient à TC (M) et multiplie 
par deux la dimension réelle des m — 2m’ autres vecteurs, la dimen- 
sion complexe de l’enveloppe de tous les vecteurs de base de T, (M) 
est égale à m° + m — 2m = m—m —=n—(k — k’). Donc cette 
enveloppe est confondue avec C” pour #” = k. 

Comme indiqué plus haut, la condition de maximalité du rang 
du système (9) est l'indépendance C-linéaire des vecteurs V,, i.e. 
la condition (10) exprime que la variété M est génératrice. Il est 
clair que m> n pour les variétés génératrices. En particulier, toutes 
les hypersurfaces réelles sont des variétés génératrices. On voit sur 
(12) que pour m = n les variétés génératrices sont confondues avec 
les variétés complètement réelles. 


% Montrer que les variétés génératrices sont caractérisées par le 
fait que le plan tangent en chacun de leurs points n’est contenu dans 
aucun hyperplan complexe. % 


18. Théorème de Wirtinger. Faisons quelques rappels d’algèbre 
linéaire. On appelle forme hermitienne h (u, v) dans C” une applica- 


118 NOTIONS GÉOMÉTRIQUES FONDAMENTALES (CH. II 


tion de C" X C" dans C qui est C-linéaire par rapport au premier vec- 
teur et satisfait à la condition À (v, u) = h (u, v) de symétrie het- 
mitienne (donc est antilinéaire par rapport au deuxième vecteur). 
Si l'on pose k = g + if, on a les relations g (v,u) = g{(u,v)et 
f (v, u) = — f (u. v), de sorte que g = Re h est une forme symétri- 
que et f — ÎImh. une forme antisymétrique. 


n 


Soient e!, .... e“ une base de l'espace C" et u — Ÿ b, (u) ev 
| v-i 
la décomposition de x dans cette base ; soit donnée une décomposition 
identique pour v. La forme hermitienne hk s'écrit dans cette base 


n 


hQu 0) = 2 Ruvbu (u) 8, (0), (1) 


où k,vy — h (et, ev), et de plus k,, — h,,, de sorte que la matrice 
h = (hk,,) est hermitienne. Pour séparer les parties réelles et imagi- 
naires posons Ou = Eu + iEn+tu (UM =1,....nr) et hi = hy,+ 
+ ih},5; des transformations simples nous donnent 


2n en 


gens D AE f=imhe À fubbr 


. V= 
et en outre les matrices réelles g = (g,,) et f = (f,,) sont respecli- 
vement symétrique (gvx — £uv) et antisymétrique (f,y = — fuv). 
Supposons que h est une forme positive. i.e. la forme À (u, u) — 
— g(u, u) ou, ce qui est équivalent, la matrice hk — (h,,,) est défi- 
nie positive. Cette forme définit alors sur C” un produit scalaire her- 
mitien (u, v) — hk(u,v) et la forme g = Re k, un produit scalaire 
riemannien de u et v traités comme des vecteurs de R°”. En particu- 
lier, dans la base canonique de C” la forme hermitienne canonique 
s'écrit 


h(u, v)— 2 2, (u) z,(v), (3) 


V= 
el ses parties réelle et imaginaire 
n 
g(u. v) = (z, (u) x, (v) + y, (u) y, (v)), 


: (4) 
f Que, v)= 2 (,(u) x, (0) — 7, (u) uv (b)) 


(on admet que z, = rx, + iy,). Ces formules sont confondues avec 
celles du produit scalaire (u, v) du n°1. 
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À toute forme positive À dans la base {eH} est associée la forme 
métrique hermitienne 


h= D huy dou db (5) 
U, v=i 


dans la base duale *) des différentielles {d£,}. En particulier, la for- 
me métrique canonique dans C” est 


vai 
de sorte que 
hu, u)=g(u, u)= } |dz,l?= ds. (7) 
v=! 


Pour intégrer et effectuer les autres opérations d'analyse il est 
plus commode de remplacer la forme hermitienne (5) par la forme 
différentielle correspondante. Pour ce faire on procède comme suit: 
on remplace les produits ordinaires des différentielles par le produit 
extérieur et on introduit le facteur ài/2: 


h=+ D hyvdtu À de (5’) 
LU, Vif 


L 


Le facteur assure la réalité de la forme k. En effet, dé, À dé, = 
= —2idé, À dé, +, et les coefficients k,, sont réels en raison de l'her- 


miticité, donc tous les termes de la forme hu dé, À dé, sont réels; 
la réalité des autres termes résulte de ce que les sommes h,,, d£, A 
A dés +hsudé, A d£éu sont imaginaires pures**) pour u æ v. 


En particulier, à la forme hermitienne canonique (6) est associée 
la forme différentielle 


= D) dzy À d2,=- 60 [z/°, (6') 


où |z1°— > 2,2, est le carré euclidien du module. Pour alléger 
l'écriture, parallèlement à l’opérateur 


LL 


d=0+0= 3 (dr, + dy) 


vi 


*) Ceci signifie que dé, (e°) — &,,, symbole de Kronecker. 
**) Par forme réelle on comprend ici une forme réductible par des transfor- 
mations, à des combinaisons de différentielles réelles d£,, à coefficients réels. 
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considérons l’opérateur de « différentiation conjuguée » 


_ n 
ep = 2 (a dt ad): ” 


ces deux opérateurs sont réels en ce sens qu'ils donnent une image 
reélle de toute fonction réelle. La composition de ces opérateurs 


de = (040) + 06. (9) 

de sorte que la forme différentielle métrique (6) peut s'écrire *) 
— dd |z |. (10) 

% 1. Montrer que si u — Re fet v — Im f sont des fonctions plu- 


; ; : 1 
riharmoniques conjuguées, alors du — 7 dv. 


2. Pour n = 1 en déduire de 1) que dt In |z | — +4 Arg z. %k 


Le bidegré de la forme , est égal à (1,1), on peut l'intégrer 
sur une variété de dimension réelle 2, et sa puissance extérieure 
PS = Po À - -: À Po (m fois), sur une variété de dimension 2m. 
Il semble naturel que les intégrales de ces formes soient des volumes 
de variétés, mais en général ce n’est pas le cas. Par exemple. sur le 
plan {z,—7z.} de C? qui est de dimension réelle 2 on a dz, À dz, — 
= — dz, À dz,, de sorte que la forme , = 0 et ne peut par consé- 
quent mesurer une surface sur ce plan. 

Il se trouve que la forme pp} mesure les volumes des variétés com- 
plexes de dimension m alors qu’elle donne une valeur inférieure du 
volume des autres variétés de dimension réelle 2m. Ce fait a été 
prouvé par Wirtinger en 1936. 


Théorème 1. Soit MC C" une variété de classe C! de dimension 
réelle 2m. Le volume de cette variété est 


VolM>— ( 7, (11) 
M 
l'égalité étant réalisée si et seulement si dimc M = m. 


*) Dans les calculs précédents on s'est servi du fait que 


= > ( — He _ ) (@zs+ dy), 


v=i 


n 
& 1 
=. > (-— 0z, i— 7) (dr, — i dyy), 


vai 


ainsi que des relations 02=— 92 — 99 99— 0 du n° 14. 
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» Il suffit de prouver cette inégalité pour les éléments de volu- 
me *) en un point arbitraire z € M: 


W>—— PO |T,cM)- (12) 


Sans nuire à la généralité on peut remplacer M par le plan tangent 
T, (M) = Tet traiter ce dernier comme un sous-espace de C” de 
dimension réelle 2m. 

Choisissons dans 7 ' des vecteurs 2, ..., 2, w1l, ..., w" 
R-linéairement indépendants vérifiant pour u, v = 1, ..., m les 
relations 


(zh, 2Y)= (ut, uv)= 6, (24, 1) = ith0ny, (13) 


où les parenthèses désignent le produit scalaire hermitien canonique 
sur C”, 6,, est le symbole de Kronecker et «, sont des nombres réels. 
Ce choix peut se faire de la manière suivante. On prend d'abord dans 
T une base e!, ..., e°" orthonormée pour la métrique euclidienne : 
(et, el) = 1 et Re (eh, ev) = 0 pour u = v. La matrice antisymétri- 
que décrivant la partie imaginaire du produit scalaire hermitien des 
vecteurs de T se ramène par une transformation orthogonale de T 
(ne violant pas l’orthonormalité) à une forme dans laquelle les élé- 
ments diagonaux sont les blocs 


( 0 ®) ; 
9 GS u=1, .... m, 


et les autres éléments sont des zéros. Désignons par z!, wl, ..., 7”, 
uw” l’image de {el} par cette transformation. Dans la nouvelle base 
en plus des conditions d’orthonormalité pour uvona 


Im (24, 2v) = Im (w, wY) = Im (24, wY) = 0 
et pour u = v en vertu de la formule (2) 
Im (24, wh) = a, 


(ici fou-rsou = —fousou-1 = Qus Eau 1 (24) = Eou (u#) = 1, et les au- 
tres coordonnées z et w sont nulles). Donc les relations (13) sont toutes 
réalisées. 

Dans la base choisie le vecteur dz € T s'écrit 


m 


dz= À} (dE,24 + dnyww) (14) 


u=1 


*) Pour la clarté géométrique les différentielles des coordonnées seront 
comprises simplement comme des nombres et leurs proue extérieurs comme 
d'ordinaires produits affectés d’un signe qui dépend de l’ordre des facteurs. Une 
remarquable démonstration formelle de ce théorème est accessible par exemple 
dans le travail de Harvey cité à la page 116. 
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avec d£, et dn, réels. La base étant orthonormale, le volume du paral- 
lélépipède tendu sur les vecteurs dE,z, dn,wt (up = 1, . .., m) 
est égal à 


dV = | dE,dn, . . . dE,dn, |. (15) 


n 
Puisque >, dz, A dz, peut être représenté comme le produit ex- 
1 


V—= 
térieur du vecteur ligne (dz)’ (l’accent” désigne la transposition) par 


le vecteur colonne dz, la restriction de la forme ®, à 7 s'écrit, compte 
tenu de (14), 


ir=s D (dE + dm) À D (dE,2 + dnuv) = 
n=i 


vi 


À D {an 2) dE, À dE + (28, uv) dE, À dm + 
ui, v= 1 
+ (w%, 24) dns À dé, + (uw, wv) dns A dns} *). 
Donc eu égard aux relations (13) et au fait que le produit extérieur 
des différentielles identiques est nul, on obtient 


Polr=z À dE A dns [(24, m4) — (wi, 2)] = — 3) o, dE, À dns. 
U=1 n=1{ 
Le calcul de la puissance extérieure m de cette somme nous donne 


EL =(— 10" Il ay dE, A di A. . À dé À dn,, 


p=i 


*) On obtiendrait le mème résultat en séparant les coordonnées dans (14) : 
m 
din = b (dEuzh + dnuwk), k — 1, ..., M, 
Hrsi 
et en portant ceci dans l'expression de ® ; 
: n m m 
t - 
Dir D À D (Eut+amuvt) À Di (dE,2} 44m w3)} = 
R=i m=i væz!i 


me n 
i : + 
= D {an Ad D Hit +dm À dm D Ai + 
v=i k=—1 k=1 


n n 
+dmu À dé, D vb +dms À any D who y} - 
k:==1 h=1! 
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et en comparant ceci avec (15) on s’assure que la démonstration de 
l’inégalité (12) passe par celle de | a, | 1 pour tout u = 1, 
5 0.55": 

Mais compte tenu de (13) ceci résulte directement de l’inégalité 
de Bouniakovski — Schwarz: 


La, |=1(24, w4)|< V/(26, 28) (w8, w) = 1. 


L'égalité est réalisée si et seulement si les vecteurs z4 et wk sont 
C-proportionnels, i.e. w# — Àz* pour un À € C. Mais dans ce cas le 
plan de dimension réelle 2 tendu sur les vecteurs z4 et wh est une droi- 
te complexe et dans (12) l'égalité est réalisée si et seulement si tous 
les | œ, | = 1, i.e. T est un plan complexe de dimension m. D'apres 
le théorème 1 du n° 17 on en déduit que dans (11) l’égalité a lieu si 
et seulement si M est une variété complexe. <4 


Remarque. La partie du théorème qui affirme que si la varieté 
est complexe, la forme _ p" donne son volume, se prouve de façon 
élémentaire. En effet, la forme ®, est invariante par les transforma- 
tions unitaires de l'espace C”, car pour les matrices unitaires U$U — 
= E, donc Ü'U = E et par suite si dw — U dz, alors 


S du, A du, =(du) À du =(dz) U" AU d:= 
v=i 


= (dz)’ À dz= 2 dz,dz,. (16) 


Donc si M est une variété de dimension complexe m, on peut ad- 
mettre que 7; (M) = T est confondu avec le plan (z,, ..., Zz). 
Alors 


ñn 
fo [r = > dz, Â dz, 
Yi 


el 


È * 


_ Fo lr=(+ j"d za Ad A _ À dim À dem = 
= dr, À dy, À ... \ dim À dYn 


(on s’est encore servi du fait que dz, À dz, = — 2i dr, /\ dy,). 
A droite on reconnaît l'élément de volume du plan 7 et dans (12) 
l'égalité a été établie. 

Le théorème de Wirtinger entraîne un intéressant corollaire géo- 
métrique qui n’a pas lieu pour les variétés réelles. Ce corollaire est 
basé sur le fait que la forme qui donne les volumes des variétés com- 
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plexes s’écrit 
1 mn 1 Li = æ = 7 
niv 2 (5) dz;, À dz;, À ... / dz;,, A dj, (He 


J 


où la sommation est étendue à tous les ensembles ordonnés J 


(1 <<: <jm) de nombres 1, 2, ..., n. Puisque + ds, À d, = 
= FR À dy; l’intégrale du terme de cette somme d'indice 
= (j,, --., jm) Sur M nous donne le volume de la projec- 


“- de M sur le plan de coordonnées (2;,,. ..,z; ) (compte tenu de 


la multiplicité dans le cas où un point du plan est la projection de 
plusieurs points de M). On a donc le 


Corollaire. Le volume d'une variété complexe M de dimension m est 
égal à la somme des volumes de ses projections sur Les plans de coordon- 
nées (z;, . .., zj,.) de dimension m, où j1, - - ., jm Sont des ensembles 
ordonnés de nombres Â, ..., n. 

_ En particulier, l’aire d’une courbe complexe (m = 1) est égale à 
la somme de ses projections sur les axes de coordonnées 2. 

Le théorème de Wirtinger entraîne aussi l'’importante propriété 

minimale des variétés complexes. 


Théorème 2. Supposons qu'un cycle T est la frontière d’une 
variété complexe M € C” de dimension m. Alors M possède le plus 
petit volume parmi les sous-variétés de C" de frontière T et de dimen- 
sion réelle 2m. 


<« Par définition de la forme y, et d’après les règles de diffé- 
rentiation (compte tenu du fait que de, =0)ona 


dd 121 A #1) = dd |2Z2 7] À qg®-1 = pr. 
Donc pour toute sous-variété NC C” de frontière let de dimension. 


réelle 2m on a en vertu du théorème de Wirtinger et de la for- 
mule de Stokes 


1 5 
VIN Sr | = nr | dE A ee 
N 
D'autre part, par les mêmes considérations 
1 
m7 | d 12 A qu = ru \e- =VolM. 4 


Remarquons que tout cycle de dimension réelle 2m — 1 ne peut. 
être la frontière d’une variété complexe: pour m > À par exemple il 
doit être une variété complexe maximale (cf. n° 17). 
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19. Forme de Fubini — Study et formes liées avec elle. La forme 
métrique de la métrique naturelle de l'espace projectif complexe 
P" (la forme de Fubini — Study) s’écrit 

: , w)(dw, dw)—(w, du) (dw, 
ds = w) (dw a He w) (dw D). (1) 


où& = (Wy, - . -, WA) Sont des coordonnées homogènes, les parenthe- 
ses exprimant le produit scalaire hermittien (comparer avec la for- 
mule (18) du n° 1). A cette forme est associée la forme différentielle 


n n nl 
i 1 _. Re xp 
or (—— D du, À du, — ets 2 y dwy /\ > w, dw,), 
v=—=0 v—=0 


| w 
v—0 


qui peut encore s’écrire 
= —— — 2 —— = dd In |w |? (2) 


(la dernière égalité se vérifie par un calcul direct). 
La fonction In |w, | = Inw, + Inw, étant harmonique pour 


wo Æ 0, on a dde In [wo |? = +00 1n |w 1° = 0, donc pour 
wo Æ 0 


de: 


Donc en coordonnées locales z, = w,/w, sur la partie affine de P”, 
i.e. sur le domaine U, = C” de son recouvrement canonique, 


dd® In ju [2==dd°In(1+ Y = 
0 
v=i 


o = ddiIn(i+]zl®). (3) 
En particulier, pour #7 —= 1 cette formule devient 
= — __i  ds:Ad: 
w=06n({+z)=— a (4) 


et w est confondue avec la forme de la métrique sphérique sur C: 
la métrique de Fubini — Study généralise cette dernière. 


Théorème 1. Le volume de l’espace projectif P" pour la métrique de 
Fubini — Study est égal à 


( D" = 7". (9) 

Pn 
> Puisque l’ensemble des points à l’infini de P" est de codimen- 
sion réelle 2 et n’a aucun effet sur l’intégrale, on peut étendre l’inté- 


gration non pas à P" mais à C” en représentant © par la formule (3). 
En particulier, si pour nr — 1 on munit C des coordonnées polaires 
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(z = reïi®), on obtient 


Es 


_ + d= À dz _. r dr : | 
(os - ATEN +] 40 | dr Ge (5} 
Si n est arbitraire, en mettant (3) sous la forme 


FE ( Edés À de Etvdes À Es dre | 


2ZUOIHISE  A+I:Py 
(comparer avec (2)) et en ee que les puissances extérieures 
des formes impaires 2z, dz, et ©z, dz, son nulles, on trouve par des 


calculs simples que 
LE EL) ee PELLE RER 
w"=(—) are I de À 


(a—1)!n 


Rés À de A das À... A dzss A 
À dis A dass: À deves À +. À den À du A 


À D nds À d3,}= 


h, v=1 


= ll des À dés (7) 


Posons go (2is 245 220), 7, = Te et RE par rapport à 
z, à Zz fixe: 


une { (Hein na (an 
== 0 0 


n— 1 
=a | (S) arm Dan Ad 
v=æi 


ct1 


En tenant compte de (7) on observera que l'intégrale de droite diffé- 
re de l’intégrale initiale de gauche par une substitution de r — 1 
à nr. Donc en répétant cette procédure on peut abaisser l’ordre jus- 
qu’à obtenir l'intégrale calculée dans (6): 


n __ nn È dz1 À dz nn 
Lor=an (Tata 2" 4 


c? 
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Ce résultat nous suggère d'introduire la forme normalisée de 
Fubini — Study w = 0: le volume de l’espace P” calculé à l’aide 


de cette forme est égal à 1. 
Soit sur C” la forme 


À agmi-e-Lf_% _ dizitAde/s/? 
= dd‘In|: = (1 DE ] (S) 


qui contrairement à « présente une singularité au point z = 0. 
Si l’on admet que z — (z,, . . ., z,) sont des coordonnées homogènes 
dans P"-1, la forme (8) sera une forme (normalisée) de Fubini — Stu- 
dy sur cet espace. Donc la forme w, dépend en fait non pas de », 
mais de nr — 1 variables (par exemple pour z, = 0 elle dépend des 
rapports 22/21, . .- ., Zn/2, ; ceci résulte comme plus haut du fait que 
dd° In |z, |* = 0 pour z, =£ 0), donc sa puissance extérieure © = 
= 0 pour z = 0 en tant que (nr, r)-forme dépendant de nr — 1 va- 
riables. 

Montrons que la forme w, mesure la densité volumétrique des. 
variétés complexes dans C”, i.e. le rapport du volume euclidien de la 
portion de variété comprise dans une boule de rayon r au volume 
d’une boule de même rayon r et de dimension égale à celle de la 
variété. 

Théorème 2. Soient M C" une variété complexe de dimension 
m<n ne renfermant pas le point z = 0, et B, = {2€ C:|z1<7r) 
une boule. Alors 


__ Vol (M N B;) 
= Va (9) 


MNBr 


où Vm (r) = n"r°"/m! est le volume d'une boule de rayon r et de di- 
mension complere m. 


> Puisque M ne contient pas z = 0, la forme w; ne présente 
pas de singularités et l’on peut se servir de la formule de Stokes: 


1 ” = 1 mi 
Op = — \ d(d'In|z| A oc . d'Infzf? Au, . 
MNBr MNBr BL 


où S, — 0B, est une sphère. Sur cette sphère d [z | = 0, donc 
d’après la formule (8) on a wo, = p4/xtr? et comme dcin |z|° — 
— d |z{°/]z |?, il vient 


1 C n . 
(5 — TmMmrim ( d | Z [* Â Po E 
MNBr MNSr 


428 NOTIONS GÉOMETRIQUES FONDAMENTALES (CH. II 


En appliquant à l’intégrale du second membre la formule de Stokes 
et ensuite le théorème de Wirtinger, on trouve 


d'IsF Ag = \ p =m!Vol(fNB,) 
MNSr MNBr 
et en portant ceci dans la formule précédente, on obtient (9). 
La dernière forme envisagée ici est la (27 — 1}-forme sur C": 


= + d'in 2 [E À ot. (10) 


De mème que «,, elle présente une singularité pour z = 0 et sa dif- 
férentielle d o, = w} — 0 pour z-0, de sorte qu’elle est fermée 
dans C"X {0}. Pour x» = 1, en posant z = reï” on trouve que 


1 3 du 
G=d'In|:/P=s—; (11) 


i.e. 0, est confondue avec la forme qui permet de calculer l'indice 
du chemin fermé y= CX{0} par rapport au point z = 0. Montrons 
que cette forme joue un rôle analogue pour tout n. 

Considérons un (2r — 1)-cycle dans C"X {0}, i.e. une hypersurfa- 
ce réelle fermée (sans frontière) dans C”, ne contenant pas le point 
z = 0. On sait que le groupe d’homologie H,, 1 (C'K {0}, Z) = 0, 
i.e. tout cycle y est homologue dans C"X {0} à un multiple entier de 
la sphère S, = { |z2| —r}. Cet entier s'appelle indice du cycle y 
par rapport au point z = (. 

Pour n = 1 l’indice du chemin fermé y (le nombre de tours effec- 
tués autour du point z — 0) est égal à l'intégrale le long de y de la 
forme ©, — d0/(2x). On a un résultat analogue pour tout n. 


Théorème 3. L'indice d'un cycle y C'X {0} de dimension 2n —1 
par rapport au point z =0 


ind, y = ( Oo (12) 
Ÿ 
> Par définition, ind, y est égal à un entier Æ tel que y soit homo- 
logue à 4S, dans C"X {0}, i.e. y — kS, est la frontière d’une chaîne 
re C'X{0} de dimension 2n. La forme o, étant fermée dans 
CX {0}, la formule de Stokes nous donne 


\ Co—k | Op = \ do, =0 (13) 
Y Sr r 
et il reste à calculer 


Üo=+(dfintz| À ot. 


Sr Sr 
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La formule de Stokes ne passe pas à cause de la singularité pré- 
sentée en z — 0 par la forme figurant sous le signe d'intégration, 
mais en procédant comme dans la démonstration du théorème pré- 
cédent, on trouve que 


1 no Ni 1 
or | d'I2PADG'= Pe 
Sr Sr Br 


(la formule de Stokes est valable maintenant). D’après le théorème 
de Wirtinger, l'intégrale du second membre est égale à n! Vol B, — 


= x"r®", de sorte que l'intégrale cherchée est égale à 1 et de (13) 
il s'ensuit que 


( 0=k | Cy—=#k—=indyy. 


V Sr 


La notion d'indice remonte à H. Poincaré, d’où le nom de forme 
de Poincaré donné à la forme (10). 


$ 7. Revêtements 


20. Notion de revêtement. Cette notion qui est la généralisation 
topologique de celle de surface de Riemann (cf. n° 33 du tome 1) 
joue un rôle important dans l'étude des applications non bijectives. 


Définition. Un triplet (X, M, x), où X et M sont des espaces to- 
pologiques séparés connexes par arcs et x une application continue 
de X dans M, est un revêtement si pour tout point p € M il existe 
un voisinage UC M tel que x”! (U) est homéomorphe au produit de 
U par un espace discret E et en outresik:n"(U)— UXE est cet 
homéomorphisme et x’: (p, e) — p est une projection ordinaire, le 
diagramme représenté sur la figure 20 est commutatif, i.e. pour tout 


zx Ex" (U) 
noh (x) = 7 (x). (1) 


L'espace X s'appelle espace de revêtement, ou simplement revête- 
ment, l'espace M, base, l'application x, projection, et les images réci- 
proques x"! (p) des points p € M, fibres. La commutativité du diagram- 
me exprime que l’homéomorphisme k conserve les fibres: pour tout 
zEn !(p};onax oh(x) = p, i.e. pour de tels x la première coor- 
donnée de hk (x) = (p, €) est la même et est égale à p (cf. fig. 20). 

De la définition du revêtement il s'ensuit que l’ensemble ouvert 
na”! (U) se décompose en une réunion d'ensembles ouverts disjoints 


Las. 4 


U—=Rh"1(U X &), e€ E, appelés relèvements du voisinage U. Les 
restrictions ñ E sont des homéomorphismes et la projection 


€ ; 
n: X — M est un homéomorphisme local pour tout revêtement. 
9—0848 
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Si À et M sont des variétés complexes et x: X —+ M est une ap- 
plication holomorphe, le revêtement est dit holomorphe. 

Des exemples simples de revêtements holomorphes de domaines 
plans nous sont fournis par les fonctions élémentaires d'une variable 
complexe. Ainsi f (z) — z" pour m naturel définit un revêtement 
jf: À, —+ M, de la couronne M, = {r << |w|<1/r} par la cou- 
ronne 


X,={Yr<]|z|<1/r}; 


les fibres /-! (w) de ce revêtement sont composées de m points: les 
racines de la puissance m-ième de w. De façon analogue, la fonction 


X AR {p.05 4 
AT nn 
U f 
p 
M 
Fig. 20 Fig. 21 


f (z) — e’ définit un revêtement de la même couronne M, par la 
bande {In r << Re & << In 1/r}, dont les fibres sont composées d’un 
ensemble dénombrable des valeurs de In w = In w + 2kni 
(k = 0, +1, . ..). 

Ces revêtements sont représentés géométriquement sur la figu- 
re 24 à l’aide des surfaces de Riemann. Si f (2) = z”, il faut encore 
identifier les bouts du ruban sur la surface de Riemann (ces bouts 
sont représentés en pointillé) et si f (z) = e°, le ruban s’enroule in- 
définiment dans les deux sens. Dans cette représentation l'application 
f se réduit à une ordinaire projection. 

Lorsque r — 0, le premier exemple nous donne le revêtement 
f: CC, où C, =C\ {0}, et le deuxième, C—C,, les fibres du premier 
étant des ensembles finis et celles du deuxième, des ensembles dénom- 
brables. Nous étudierons dans le chapitre suivant des exemples de 
revêtements liés à des fonctions holomorphes de plusieurs variables 
complexes. 

Penchons-nous maintenant sur la relevabilité des chemins à un 
revêtement. On admettra pour simplifier que tous les chemins sont 
paramétrés par l'intervalle 7 = [0, 1]. Un chemin y: 7 — M est 
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relevable à un revêtement nn: X — M s’il existe un chemin Y: TI > X 
tel que x °7 — + (on dit alors que y est un relèvement de y, et y, 
la projection de +). 

Théorème 1. Pour tout revêtement x: À — M tout chemin 7: 


I — M est relevable à un chemin Ÿ : [| — X et à un seul d'origine Ÿ (0) 
donnée. 


> Unicité: deux relèvements 2 et Ÿ d'un chemin y se coupent 
ou sont confondus. En effet, l’ensemble £ = {1€ 1: 7Y(t) = y: (t)} 


est ouvert dans Z,carro " (= ro % (ét) et x est un homéomor- 
phisme local. Mais il est fermé, puisque £” = ZE et ouvert: pour 


t E E’ le point ÿ (to) 7 Ye (to) et puisque X est séparé, il existe des 
voisinages disjoints U” 3 Ÿ (to) € et Ü” D (to) qui se projettent sur le 


même voisinage Ü et par suite M (t) 5 y: (t) dans un voisinage de 
t. Donc E est vide ou confondu avec J 

Existence. La relevabilité locale de y est assurée par la définition 
du revêtement, cac pour chaque point y(t,) il existe un voisinage U 
tel que x”! (U) se décompose en une réunion d’'ensembles ouverts sur 
lesquels x est un homéomorphisme. Puisque y (1) est compact, on 
peut le recouvrir par un nombre fini de voisinages de M dans cha- 
cun desquels le relèvement est possible et il ne reste plus qu’à coller 
ensemble un nombre fini de portions de chemins. 

Corollaire. Les fibres x”! (p), p € M, du recouvrement n: X = M 
sont équipotentes. 

> Soient p, gE M et y: [1 M un chemin joignant p et q (ce 
chemin existe, puisque À est connexe par arcs). Construisons une 
application @: x"! (p) — x"! (q) qui à tout point x E x}! (p) asso- 
cie l'extrémité y — y, (1) du relèvement y d'origine x (ce relève- 
ment est unique d’après le théorème 1). L'application œ est injective 
en vertu du théorème 1. Mais elle est aussi surjective (sur x! (q)), 
car pour tout point y, € x! (q), le même théorème 1 nous permet de 
construire un relèvement unique du chemin y !(£) = y (1 —t) 
(reliant q à p) d’origine y, ; si xest l'extrémité de ce relèvement, alors 


y. (1) = ÿ. Les ensembles x! (p) et x”! (q) sont donc équipotents. 


La puissance d’une fibre x-? (p) s'appelle multiplicité du revête- 
ment n: À + M 

On rappelle que deux chemins y, et y,: 7 — M de mêmes extré- 
mités p et qg sont hkomotopes dans M s’il existe une application conti- 
nue y: Z X I + M telle que y (0, t) = yo (t), y (1, t) = 1 (£) pour 
tout tE let y(s, 0) = p, y(s, 1) = qg pour tout sE I (cf. n° 17, 
tome f). 


9e 
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Théorème 2 (de la monodromie). Si des chemins y, et y, d’extré- 
milés communes p et q sont homotopes dans M, leurs relèvements Yo et 
Y: à un revêlement n: À — M d'origine commune x possèdent la même 
extrémité et sont homotopes dans X. 

> Soit y: ?Z X 1 — M une homotopie de y, à v,.. Pour s€1 
fixe le théorème 1 nous dit que le chemin y, = y (s, t): 1 + M est 
relevable de façon unique à un chemin y, = y (s, t) d’origine z. 
L'application “ 2 (s, t) — y (s, {) est continue dans Z X JT, car locale- 
ment % (s,t) = n-loy(s,t) et n-! et y sont continues. La fonction 
+ (s, 1) est constante sur Z en tant que fonction continue prenant des 
valeurs discrètes (de l’ensemble x”! (q)), donc les Ÿ. ont tous la 
même extrémité. Enfin, y (0, 1) = y, (t) et y (1, t) = y (6), i.e. y 
est une homotopie de Yo à M dans X. 

Corollaire. Si un espace M est simplement connexe (i.e. deux quel- 
conques de ses chemins d'extrémités communes sont homotopes), tout 


revêtement 1: X —> M est de mul- 
tiplicité 1. 


y" 


> Supposons qu’une fibre n-1 (q) 
contient deux points distincts y’ et 
y”. Prenons un point xE X et 
relions-le, puisque X est connexe 
par arcs, respectivement à y” et y” 


par des chemins Yo et Ÿ (fig. 22). 
Soient Yo = T° Yo th —=T°0Y 
des chemins joignant dans M les 
points p=n(x) et g=n(y)=n(y"), 
Fig. 22 et Vos V1, leurs relèvements d'origine 

x. L'espace M étant connexe par 

arcs, les chemins y, et y, sont homotopes et alors les extrémités 


y" = Yo (1) et y” = y, (4) de leurs relèvements sont confondues d’a- 
près le théorème 2. Ce qui est contradictoire, puisque y” y”. <Â 

Si l'image M = nr (X) par le revêtement x : À — M est simple- 
ment connexe, l'application réciproque x"! (p) est définie dans M en 
vertu de ce corollaire. Donc ce corollaire généralise le théorème 
classique de la monodromie (n° 28 du tome 1). 


21. Groupes fondamentaux et revêtements. Par — on désignera 
l’homotopie des chemins et par M, un espace séparé connexe par 
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arcs. Rappelons quelques définitions: on appelle produit des che- 
mins «& et Bf: 1 — M tels que «& (1) = B (0), le chemin 


_a(2),  +€10, 1/2], 
CS PEN € 11/2, 1], (D) 


chemin ponctuel, un chemin æ (t) = const, et chemin inverse du che- 
min «a, le chemin a 1(t)—a(1—#t). 

Fixons un point p € M et considérons l’ensemble des lacets 
(chemins fermés) dont l’origine et l’extrémité sont confondues avec 
p. L'’homotopie des lacets est une relation d'équivalence et l’on 
peut les ranger en classes d'équivalence suivant cette relation appe- 
lées classes d'homotopie. La classe contenant le lacet & sera désignée 
par &. 

Appelons produit des classes & et B la classe af qui contient le 
produit *) «af de représentants de ces classes (« € æ&, B € B). Cette 
définition est intrinsèque, i.e. ne dépend pas du choix des repré- 
sentants, car si des lacets a, — a; et B, — B,, alors af, — «B,: 
l’homotopie de «PB, à «1, est visiblement réalisée par la fonction 


n={2(629, 110.12, s€7, 
v (6, = aa tE(1/2, 1], SET, 


où « (s,t) et B (s, t) sont des homotopies de «, à «, et de fi, à B.. 


Théorème 1. L'ensemble n, (M, p) des classes de lacets homotopes 
sur M d'origine et d'extrémité p forme un groupe par rapport à la 
multiplication des classes. 


> Désignons par e la classe des lacets homotopes à O (i.e. homo- 
topes au lacet ponctuel e ({) = p). Pour toute classe & € n, (M; p) 
le produit œe = «&, car si le lacet «& € &, alors &œe — &. En effet, 
par définition du produit des lacets (1) 


æ(2t), 2E[0, 1/2], 
œ({)=p, 1Elft, 1], 


et l’homotopie de ce chemin au chemin « est réalisée par la fonction 
vs, t) = a [st + (4 — 5) + (#)], où + (té) = 2t pour t E [0, 1/2] et 
T (ét) = 1 pour t € [1/2, 1]. Donc e est l’élément neutre de x, (MW, p). 

D'autre part, étant donné une classe & € x, (M, p), désignons par 
æ”l la classe des lacets homotopes à un lacet &”}, où & € @; cette no- 
tation est correcte, car & = B = a! = Br! (si y (s, t) est la première 
homotopie, y (s, { — t) sera la deuxième). Alors æ&-! = e pour tout 


ce (+) = | 


*) Les lacets d'origine et d'extrémité p peuvent être multipliés. 
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& E T1 (M, p), car «a € « en vertu de la définition (1) 


nn {2 0, 1€ 10, 1/2), 
DOTE tE (1/2, 1], 
et la fonction 


(s Er Dre tE[0, 1/2], se, 
PT Tati), 1€11/2,1, s€7 
est une homotopie de «a-! au chemin ponctuel & (t) = « (0). 


Enfin, la multiplication des classes est associative (æ-f 
= af), car les produits des lacets 


a(2t) tE[0, 1/2], 
a-By (é) -| B(4t—2), 16€11/2, 3/4], 
y(4t—3), tE€13/4, 1], 
a (4t), tE[0, 1/4], 
20 B(4t—1), 1E€[1/4, 1/2], 
vy(2t—1), tEef1/2,1] 
sont homotopes : : si l’on pose a-fBy(t) = Ôô(t), alors ap: (t) 
= ÔoT (e). où T(t) est égale à 2t si 1€ [0,1/4], àt +1/4site (4, 1/2] 
et à 7 si { € [1/2, 1]. Donc l’homotopie de ces chemins est réali- 
sée par la fonction 6 [({ — s) t + st (t)]. € 


Définition. Le groupe nr, (M, p)s "appelle groupe fondamental de 
l’espace topologique M de point p marqué. 


Théorème 2. Les groupes fondamentaux 111 (M, p), où p sont des 
points distincts de M, sont isomorpkhes. 


» Soient p et q des points quelconques de M ; l’espace M étant 
connexe par arcs, il existe un chemin y: { — M reliant p à q. A toute 
classe & € nr, (M, p) associons une classe $ € x, (M, g) contenant le 
lacet B = y-!lay, où « E &. On laisse au lecteur le soin de prouver 
que l'application @: &æ — f est un isomorphisme entre les groupes 
a, (M, p) et a, (M, q). € 

Donc le groupe fondamental 1, (M) de l’espace M est défini à 
un isomorphisme près. 


Exemples. 

1. Calculons le groupe fondamental du cercle S! = {| 2 | = 1} 
avec le point marqué 1. Sur S* il existe un ensemble de lacets 
mit —etimt oùtE let mest un entier ; ces lacets ne sont pas homo- 
topes pour m distincts. Tout lacet « (à la multiplication près par un 
lacet ponctuel) est de la forme t —+ eï/{f}, où f est une fonction réelle 
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continue, f (0) = 0, f (1) = 2m (m est un entier), et &« = as: 
l’homotopie est réalisée par la fonction y (s, t) —eîil(i-s)/(t)+27mst], 
Enfin, œm@n = Œm+n donc 7, (S!') est isomorphe au groupe Z des 
entiers. Toute couronne {r < |[z| << R} et le plan C, = CX{0} 
possèdent le mème groupe fondamental que S!. 

2. Le groupe fondamental des sphères S", nr >> 1, est x, (S") = 0, 
car elles sont simplement connexes (tout lacet est homotope à 0). 


Soit f: M + N une application continue, M et N des espaces to- 
pologiques. À tout chemin y: Ï — M est associé un chemin f (y) = 
— foy:1— N et de plus les lacets se transforment en lacets avec 
préservation de l’homotopie: ÿ, = ÿ1 = f (Yo) — f (1) l’homotopie 
des derniers chemins est réalisée par la fonction f © y (s, t), où y est 
l’homotopie de y, à 1). Donc f induit une application des groupes 
fondamentaux 


fe: TU (M, P) —+ Ti (W, f )h (2) 


qui est un homomorphisme, puisque f (af) = f (&) f (B). 

Si f: M — N est un homéomorphisme sur W, alors f, est un 
isomorphisme, donc l’isomorphisme des groupes fondamentaux est 
une condition nécessaire d'homéomorphisme des espaces. Cette con- 
dition n'est visiblement pas suffisante : la couronne circulaire a le 
même groupe fondamental Z que le cercle, or ils ne sont pas homéo- 
morphes. 

Soient X et M des espaces localement simplement connexes (i.e. 
chacun de leurs points possède un voisinage simplement connexe et 
soit x: À = M un revêtement. L’homomorphisme induit 


Te: TU (À) + 7 (M) (3) 


transforme une classe & € x, (X) en une classe contenant la projection 


a = no a du lacet & € &. L'homomorphisme x, est un monomor- 
phisme (i.e. envoie des éléments distincts de x, (X) dans des éléments 
distincts): en effet, il suffit de montrer que l’antécédent de l’élé- 
ment neutre e € nr, (M) est l’élément neutre de x, (X), or ceci résulte 
du théorème de la monodromie du numéro précédent. Il s'ensuit de 
là que l’image de x, (X) par l’application (3), soit im n, = G, est 
un sous-groupe de nr, (M) isomorphe à n, (À). 

On peut former des classes de lacets sur M suivant le sous-groupe 
G = im n,: des lacets & et B appartiennent à une même classe si 
ap”! € G. La classe contenant « sera désignée par [a] ; le nombre de 
ces classes s'appelle indice du sous-groupe G. 


Exemple 3. L'application f: C, —C, définie par la formule 
f (z) = z° est un revêtement à deux feuillets. Ici X = M = C, et 
Tu (X) = x, (M) = Z (cf. exemple précédent). Représentons les élé- 
ments de x, (M) par les lacets y, : teint ({ € I, m€Z). Pour 
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m impair les relèvements de y,, d'origine z = 1 (les images récipro- 


ques par l'application f, i.e. les chemins y,,: t — efimf) finissent au 
point z — —1 et ne sont pas des lacets. Donc les images des lacets 
représentant les éléments de nr, (X) seront seulement les lacets *,, 
avec m pair. Par conséquent, le groupe G = im ÿ, est isomorphe au 
sous-groupe des nombres pairs. Il définit deux classes représentant 
respectivement les lacets y, avec m pair et m impair ; l'indice de G 
est égal à 2. 

Théorème 3. L'indice du sous-groupe G = im x, est égal à la 
multiplicité du revêtement x: À — M. 


> Fixons les points p € M, x E n-! (pet la classe la] des lacets 
d'origine et d'extrémité p. Choisissons un lacet & € [ax], désignons par 


a le relèvement de « d’origine x et asso- 


cions à [œ] le point a ({)E x”l(p). Le 
théorème résulte des propriétés suivantes 


de l’application @: [xl — & (1): 

a) o est intrinsèquement définie, i.e. 
ne dépend pas du choix du représentant 
de la classe suivant le sous-groupe G. En 
effet, si &«, BE [a], alors af! € G, i.e. 
afp”? est la projection d’un lacet sur X, 


plus exactement, le lacet af ”1. On en 


Fig. 23 déduit que & (1) =B (1) (fig. 23). 
b) æ est injective. En effet, si 


p ([xl) = œ ([Bl), alors a et B ont la même extrémité ; aB-1 est un 
lacet et ap”! € G, i.e. [al = (BI. 
c) œ est surjective. En effet, soit y € x"! (p) un point arbitraire. 


Joignons x à y avec le chemin a; sa projection & est un lacet tel que 
œ (1) = y, ie. p(lal) = y. < 

A titre de corollaire on peut établir de nouveau un résultat du 
numéro précédent : au-dessus d’une base simplement connexe M les 
revêtements sont de multiplicité 1. En effet, le groupe x, (M) est 
trivial et par suite im nr, = 1. Remarquons que dans tous les cas 
envisagés dans cet ouvrage le groupe fondamental de la base x, (M) 
est au plus dénombrable et alors d’après le théorème 3 il en est de 
même de la puissance des fibres des revêtements (comparer avec le 
théorème de Poincaré — Volterra du n° 29 du tome 1). 

Le théorème 3 est intéressant par le fait qu'il rattache l’aspect 
géométrique de la multiplicité du revêtement x: X — M à l’as- 
pect algébrique de l’indice du sous-groupe im n,. Le lien le plus 
complet entre les revêtements et les sous-groupes des groupes fonda- 
mentaux est exprimé par le 
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Théorème 4. À tout sous-groupe G € 7 (M) est associé un revête- 
ment n: À — M tel que im, = G 


D Construction du revêtement. Fixons un point p, € M et consi- 
dérons un chemin arbitraire a : I — M,a (0) = p,. Partageons de tels 
chemins en classes suivant la relation d'équivalence « = 6 (mod G} 
si la classe d’homotopie du lacet aB-!, i.e. æ«B-!, appartient à G. 
Désignons la classe contenant un chemin @& par [a] et traitons ces 
classes de chemins «a, & (0) = p,, comme les points de l’espace X. 
Définissons la projection n: À — M 
par la condition x ([æl) = (1), où a 8 
est un représentant de la classe [œ] (il 
est évident que la projection est indé- 7 ô(t) 
pendante du choix du représentant). L 

Topologie dans X. Définissons un a 


voisinage Ur] d’un point [a] € X de * d 

la manière suivante: considérons un Fig. 24 

point p=n(lal), un voisinage sim- 

plement connexe U, & M et un chemin:f: / + U,, 6 (0) = p. On 


admettra que les points de Ur, sont les classes [y] de chemins y = 
— «afp d'origine « fixe et d'extrémité 6 quelconque. 

La topologie définie par ces voisinages structure X en espace sé- 
paré. En effet, soient [ax] et [«’] des points distincts de X. Si les 
projections p et p’ de ces points sont distinctes, on considère des 


7° 4 
# 


voisinages U, et U,: disjoints, et Üto] et Ü te’) seront aussi dis- 
joints (les chemins correspondants ne sont même pas des lacets). 


Si p = p', alors œ'&æ-!E Get les voisinages Urfayet Ufa’] qui se 
projettent sur le même voisinage simplement connexe U, sont dis- 
joints: dans le cas contraire il existerait des chemins y = af et 
y’ —= «’B’ tels que y'y"! E G: mais P et BP” possèdent des extrémités 
communes et appartiennent à U,, donc B =" et y" — 
—= & (BB-1) at = x’a"1 (le symbole = exprime l'homotopie), 
i.e. «'œ& ! € G, ce qui est absurde. 

L'espace X est connexe par arcs. Soient [a], [B] € X ; considérons 
a Elal et B € [B], relions les extrémités & (1) = p et B (1) = g à 
l'aide d’un chemin ô: 7? + M et désignons par y, le chemin de M 
joignant po à Ô (t) (fig. 24 ; on rappelle que M est connexe par arcs). 
L'application { — [y,] définit un chemin reliant [œ] et [B] dans X. 

J1 est évident que l’espace X est localement simplement connexe, 


car ses voisinages Uf,, sont homéomorphes à U,. 

Le revêtement x: À — M est le revêtement cherché. Tout d'abord 
c’est bien un revêtement, car par construction pour tout point p € M 
il existe un voisinage U tel que x”! (U) se décompose en domaines 
disjoints sur lesquels x est homéomorphe. Reste à prouver que 
im 4% = G 
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Considérons un chemin ponctuel &: 1 —+ p,, posons x, = [el et 


soit le groupe fondamental n, (X, x,). Soient &« un élément de ce 
groupe (i.e. une classe de lacets homotopes dans X d'origine et d’ex- 


trémité z.), « € &, un représentant. D’après notre construction, pour 


tout { € J fixe le point & (£) est un représentant d’une classe [«,] de 
chemins équivalents modulo G au chemin a, (s) = a (st): [+ M, 


4 (0) = ps, et la projection x ([«,]) = & (t). Donc ro a = a est 
un lacet de M d’origine et d'extrémité p,, défini à une équivalence 


modulo G près, donc x, (æ) € G. 
Réciproquement, pour tout élément @& € G (i.e. pour toute classe 
de lacets homotopes dans M), prenons un lacet & € æ& et considérons 


son relèvement à X d'origine z, sous réserve que &; = [æ,l. Il est 
évident que x, (æœ) = a. <« 


Le théorème 4 permet de classer tous les revêtements de base M 
donnée : il ramène le problème à l’étude de sous-groupes du groupe 
fondamental x, (M). Ce théorème entraîne, en particulier, l’existence 
de deux revêtements « extrêmes ». L’un d'eux correspond au groupe 
fondamental G = x, (M), il est trivial (globalement homéomorphe), 
car ind G = 1. L'autre correspond au sous-groupe {e} de G composé 
du seul élément neutre et s'appelle revêtement universel. Le groupe 
im 7, étant trivial et x,, un monomorphisme, le groupe fondamental 
rm, (X) de ce revêtement est trivial aussi, i.e. le revêtement universel 
est toujours simplement connexe. Son nombre de feuillets (qui peut 
être infini) est égal au nombre d'éléments du groupe nr, (M). 


Exemples. 

1. Le groupe fondamental du plan C, = C\{0} est confondu 
avec celui du cercle et est isomorphe au groupe des entiers Z. Au 
sous-groupe des nombres pairs (dont l’indice est égal à 2) correspond 
un revêtement à deux feuillets — la surface de Riemann de la fonc- 


tion w = Vz privée des points de branchement z — 0 et z — 
{cf. exemple précédent). D'une façon générale, au sous-groupe des 
nombres congrus modulo m correspond un revêtement C, à m feuil- 


lets : la surface de Riemann de la fonction w = "ÿz privée des points 
de branchement. Au sous-groupe trivial {0} correspond un revête- 
ment simplement connexe à une infinité de feuillets: la surface de 
Riemann de la fonction w — In z. Le plan C, est un revêtement à 
un nombre fini de feuillets et le plan C, un revêtement universel. 

2. Le revètement universel du plan privé de deux points M — 
— C*\ {0, 1} est la surface de Riemann de la fonction inverse de la 
fonction modulaire (cf. n° 44 du tome 1). Le revêtement de X est ici 
le disque unité. 
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22. Domaines de Riemann. Cette notion est voisine de celle 
de revêtement au-dessus de domaines D & C" et généralise celle de 
surface de Riemann. 


Définition. On appelle domaine de Riemann ou domaine au-dessus 
de C” un couple (D, x), où D est un espace séparé connexe par arcs et 


n: DC", une application localement homéomorphe appelée 
projection. 


Le domaine de Riemann D peut ne pas revêtir le domaine D — 
— x (D), car au-dessus de certains points de D on peut avoir des 


points frontières de D et pour ces points il 
n'existe pas de voisinage ÜU dans lequel 
na”! (U) soit homéomorphe au produit de U . 
par un ensemble discret (fig. 25). Cependant Cr 
les domaines de Riemann sont parfois ap- 
pelés revêtements, et les revêtements dans 
notre acception, revêtements illimités. {x 
La projection x permet de munir l’espa- 


ce D d’une structure de variété complexe. 
Pour cela il suffit de recouvrir D par des 


domaines Ü, assez fins pour que rsoit ho- 


méomorphe sur eux et introduire z — x (p), Fig. 25 


p € Ü comme une coordonnée locale dans D Les relations de 


voisinage de l’atlas UE z) sont des applications identiques 
(donc biholomorphes), i.e. cet atlas est complexe. 
Remarquons que non seulement les fonctions holomorphes, mais 
leurs dérivées sont intrinsèquement définies sur les domaines de 
Riemann (comme sur toute variété complexe). Plus exactement, on 


appelle dérivée d'ordre k = (k1, . .., k,) d’une fonction f holomorphe 
en un point p € D la fonction 
PILE 
D'f PER on ° T FA (z), 


où Ü est un voisinage de p dans lequel la restriction x le est biho- 
lomorphe, x pm l'application réciproque de cette restriction et au 
Second membre figure la dérivée au point z = x (p). 

Sur le domaine de Riemann (D, x) on définit de façon naturelle 
un polydisque de centre p € D et de rayon 7 comme un ensemble 


U (p, r) 3 p qui est homéomorphiquement projeté par n sur le poly- 
disque U (z, r) & C”, où z = x (p). La réunion de tous les polydis- 
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ques sur D de centre p s'appelle polydisque maximal et son rayon 
(fini ou infini) s'appelle distance de p à la frontière de D et se note 
p (p; 6D). Par distance à la frontière d'un ensemble N € D, on com- 
prend es p (p, D). 


Les domaines de Riemann apparaissent naturellement dans la 
procédure de prolongement analytique. On se bornera à une brève 
description, car cette procédure est la même que pour le cas d’une 
seule variable. On partira d’un élément (U, f) de centre a € C”, i.e. 
d’un couple formé d'un polydisque U = U (a, r) et d’une fonction 


f(z) = À cx (z — a)“ holomorphe dans U. Comme dans le tome 1, 
k=0 


on définit le prolongement analytique d'un élément et le prolonge- 
ment le long d’un chemin y: 7 —> C”, y (0) = a, et on démontre que 
le prolongement le long de y ne change pas par une homotopie à 
extrémités fixes si ce prolongement est possible le long de tout che- 
min y, réalisant cette homotopie. 

Comme dans le tome 1, on appelle fonction analytique de nr varia- 
bles complexes l’ensemble des éléments F = {(U,,fa)}aea provenant 
chacun du prolongement analytique de n'importe quel autre élé- 
ment le long de tout chemin de C”. Une fonction analytique n'est 
généralement pas une fonction dans le domaine D où elle est cons- 
truite, car aux points z € D peuvent correspondre plusieurs valeurs. 
Mais on va montrer que c'est une fonction dans un domaine de 
Riemann au-dessus de D. 

Supposons qu’une fonction analytique F est définie par un élé- 
ment (Ü, f) dans un domaine D & C”. Puisque le rayon du polydis- 
que Ù ne nous intéresse guère, nous pouvons considérer à la place 
de l'élément (Ù, f) le germe f, représenté par cet élément (a € D est 
son centre; cf. n° 29, tome 1). Munissons d’un paramètre «& € A. 
les germes f£, z € D, représentés par les éléments provenant de (U/, f) 
par des prolongements le long de tous les chemins y: Z — D allant de 


a vers z et considérons l'ensemble D des couples Z = (z, F), où 
z€eDet «€ A. 


Munissons D d'une topologie de la manière suivante. Par voisina- 
ge d’un point Z — (z,f;)E€ D on comprendra l’ensemble de tous les. 
points W — (w, fé) ED tels que: 1) [| w — z || < e, où e > 0 est. 
un nombre fixe *) et 2) le germe ff: soit représenté par un élément 
(Vus f) consécutif à (U., f*) € f£. Il est évident que ce voisinage n'est. 


*) On rappelle qu'on désigne par ||z|| = max | z, | la norme polycircu- 
V 
laire de z € C?. 
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pas vide pour & assez petit. On laisse au lecteur le soin de prouver 
que cette topologie structure D en espace séparé connexe. 


Définissons la projection x: D — D comme une application 
{z, f7) — 2: il est évident que c’est une application continue et loca- 
lement homéomorphe. Nous avons ainsi construit une variété appe- 
Lée domaine de Riemann de la fonction analytique .F (par analogie aux 
surfaces de Riemann des fonctions analytiques d’une seule variable, 
cf. n° 33 du tome 1). 


Si un élément (U, f) est prolongeable le long de tout chemin 


y: Î = D, le domaine de Riemann nr: D — D sera visiblement un 
revêtement. D'après ce qui a été démontré au n° 20, les ensembles des 
fibres x! (2) sont équipotents pour tout z € D et sont au plus dé- 
aombrables. Les ensembles n-1(z), z € D, seront aussi au plus 
dénombrables lorsque l'élément (U, f) sera prolongeable le long de 
certains chemins de D mais pas le long d’autres (dans ce cas seule- 
ment ces ensembles ont des puissances différentes pour des points z 
distincts). La puissance de x-! (z) est le nombre de valeurs prises 
par la « fonction multiforme » # en un point z € D. Cependant il 


est plus correct de traiter # comme une fonction sur D, plus exacte- 
ment, comme une fonction associant à un point (z, f;) € D une valeur 
4° (2), où (U,, f®) est un représentant quelconque du germe f£. Cette 


fonction est visiblement holomorphe dans D. 

Les problèmes relatifs au prolongement analytique des fonctions 
de plusieurs variables qui diffèrent dans leur principe de ceux relatifs 
aux fonctions d'une seule variable seront étudiés dans le chapitre 
suivant. 


$ 8 Ensembles analytiques 


Nous nous penchons ici sur un être fondamental de l’analyse com- 
plexe qui apparaît naturellement dans l'étude géométrique d’une fonc- 
tion holomorphe: l’ensemble sur lequel une telle fonction s’annule. 


23. Théorème préparatoire de Weierstrass. Ce théorème qui a été 
publié en 1879 établit un pont entre l’analyse complexe et l'algèbre. 
[1 généralise la propriété classique des fonctions holomorphes d une 
variable de s’annuler en tant que puissances entières de z — a: si 
f (a) = 0 (mais f 5 0), dans un voisinage d'un pointa,ona 


f (2) = (z — a)' (2), (1) 


où est holomorphe et non nulle. 
Dans le cas multidimensionnel, la puissance z — a est remplacée 
par un polynôme d’une des variables, disons z,, dont les coefficients 
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dépendent holomorphiquement des autres variables ’z = (z,, . .. 
MORE | 


Théorème 1. Si f est une fonction holomorphe dans un voisinage 
U d'un point a € C”, f (a) = 0 mais f’ (a, z,) = 0, alors dans un 
voisinage V de a 


f (2) = {(z2n — an)" + ©1 (2) (ën — an) 1 +... + cu (2)} (2), (2) 


où k > 1 est l’ordre du zéro de f('a, z,) au point z, = a,. les fonctions 
c, sont holomorphes dans “V, c, (a) = 0 et œ est holomorphe et non 
nulle dans Y. 

> Sans perdre en généralité on peut admettre que a = 0. D'’a- 
près le théorème d’unicité pour les fonctions d’une seule variable, on 
peut choisir un r, > 0 tel que f (0, z,) Æ 0 pour 0<]1z, | <r, 
et en vertu de la continuité de f il existe un polydisque ‘V (0, r}) 
tel que f (’z, z,) # 0 pour '’zE’V,]z, | —r,. Pour tout "D E'V 
fixe, la fonction f (’ À Zn) présente dans le disque V, = {12 | < 
<r,A } un nombre de zéros égal à 


y p 2 Ua 8) 
Ze | eme dk de 
OVn 
car le premier membre de (3) est une fonction entière et continue du 
point ‘’z° dans V *), donc est constante, et pour 72 = "0 est égal à 
l’ordre du zéro de f (’0, z,) au point z, = O, ï.e. à k. 
Fixons ’z € ‘V, désignons par 2%) — (9) (' 2); VV =1À, , k, 
les zéros de la fonction f (’z, z,) dans le disque Ÿ, et construisons le 
polynôme en z, 


R 
P (:) = (2n—2)=zn+ ci (z)2n +... + (2). (4) 


Ses coefficients sont holomorphes dans ’V. En effet, pour toute fonc- 


tion © (z,) holomorphe dans Ÿ,,, on a en vertu du principe de l’ar- 
gument généralisé (cf. exercice de la page 190 du tome f) 


k f(z, Zn) 
D 4 02 
oO (29) = ET ( @ (2h) TU 22) dzh, 
v=i OVn 


on voit que les sommes du premier membre sont des fonctions holo- 
morphes de la variable ’z dans ’V (on tient compte du fait que f 0 
pour ‘’zE”’V et z, E 0V,). En posant © (z,) = z4, pu = 1, ..., k, 
on trouve que les sommes des puissances u-ièmes des racines du po- 
lynôme (4) sont holomorphes dans ”V et que ses coefficients s’expri- 


+) Cf. le lemme en fin du n°5. 
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ment rationnellement en fonction de ces sommes (ce fait est connu 
du cours d’algèbre), donc c, € © (‘V). Pour ’z = ‘O, les k racines du 
polynôme sont toutes nulles, donc il en est de même de tous les 
cy (0). 

Pour tout ’z € ’V la fonction 


pR= 


est une fonction de z, holomorphe et non nulle dans le disque Ÿ',, 
car P présente un zéro du même ordre seulement aux zéros z{°? ("z) 
de la fonction f. Donc pour tout ’z € ’V la fonction œ se représente 
par une intégrale de Cauchy par rapport à la variable z, 
— 1 f("z, Cn) dûn 
PU= 5 P(E, On) En —:n 
OVn 


et par là même est définie aux points de V = "V X V,, où P — 0. 
Puisque P 0 sur 4V, (car f = 0), le second membre, donc , 
dépend holomorphiquement de ’z. D'après le théorème de Hartogs 
est holomorphe dans le polydisque V. 4 

Le théorème préparatoire de Weierstrass montre qu'une fonc- 
tion s'’annule en tant que polynôme en z, dont les coefficients sont 
des éléments de l’anneau ©, des fonctions de ‘’z holomorphes au 
point ‘a: 


P (2, 2h) = (2h — an) + 0 (2) (25 —an) tt +... + cz (2). (5) 


Plus exactement, tous les coefficients de ce polynôme excepté le 
coefficient supérieur appartiennent à l'idéal *) formé dans ©, par 
les fonctions nulles au point ‘a ; un polynôme jouissant de ces pro- 
priétés s'appelle polynôme de Weierstrass en ce point. Donc le théo- 
rème 4 permet d'appliquer les méthodes de l'algèbre à l'étude de l’en- 
semble des zéros des fonctions holomorphes. 


Remarque. Si f 0 et si toutes les conditions du théorème de 
Weierstrass sont remplies à l’exception de la condition f (’a, z,) Æ 
=Æ 0, on choisit dans U un point z° tel que f (z°) = 0 et l’on fait pi- 
voter les axes de coordonnées de telle sorte que l’axe z, soit parallè- 
le à la droite complexe passant par a et z°. La condition f (a, z,) 
5 0 sera alors réalisée. 


Signalons encore que le théorème de Weierstrass entraîne le 
théorème complexe des fonctions implicites: si f(a) = 0 mais 


21 (a) 0, le théorème 1 est valable et de plus £ — 1. Donc au 


*) On appelle idéal d'un anneau R l’ensemble 7 de ses éléments qui est: 
1) un sous-groupe d'un groupe additif de R (pour cela J doit être stable pour la 
soustraction) et 2) jr € Î pour tout j € Z'et tout r € R. L'ensemble de toutes les 
fonctions de ©.a nulles en ’a satisfait à ces deux conditions. 
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voisinage du point a l'équation f (z) = 0 est équivalente à l’équa- 
tion P(z)=2, — a, +c;, (‘z) =0 dont la solution z, = a, — 
— C1 (’z) est une fonction holomorphe de ”z. 

De ce théorème on déduit aussi la propriété des ensembles de 
niveau dont on s’est servi au n° 9: l’ensemble de niveau {f (z) = 0) 
d'une fonction f holomorphe en un point a contient un chemin diffé- 
rentiable d’origine a. En effet, l’ensemble {f (z) = 0} peut être 
décrit par l'équation P (‘z, z,) = 0, où P est le polynôme de Weier- 
strass de f en a. Si y: [0, 1] + "V, y (0) = ‘a est un chemin diffé- 
rentiable, les coefficients c; o y ({) de ce polynôme dépendent diffé- 
rentiablement de t et tendent vers 0 avec f. Ce polynôme possède 
donc une racine z, (t) qui dépend différentiablement de t et qui 
tend vers a, lorsque { + 0; le chemin [0, 1] — (y (ft), z4 (#)) est le 
chemin cherché. 

Pour n = 2 le développement de Weierstrass d’une fonction 
j = 0 peut être mis sous la forme 


few) = (8 — a)" {wo — 8) + 0 () (w — DJ + 
.…. +a(}p( w) (6) 


pour laquelle la condition f (a, w) 0 n'est pas exigée (c, sont des 
fonctions holomorphes en a € C, c, (a) = 0, k et I sont des entierset 
œ est une fonction non nulle holomorphe au point (a, b) € C?). En 
effet, si f (a, w) =£0, on obtient le développement (6) avec k = 0; 
si f (a, w) = 0, le développement de Taylor nous donne f (z, w) = 
— (2 — a)" g (z, w), où £g (a, w) = 0 et en appliquant le théorème à 
la fonction g on retrouve le développement (6). 

Nous aurons encore besoin du théorème de Weierstrass de divi- 
Sion : 


Théorème 2. Soient f une fonction holomorphe au voisinage d'un 
point a EC”, P un polynôme de Weierstrass *) au point a, et k le 
degré de ce polynôme (en z,). Alors dans un voisinage de a la fonction 
} se représente d'une seule façon sous la forme 


f =iPq + Q, (7) 


où est une fonction holomorphe en a et Q un polynôme enz, de 
degré <k— A et de coefficients holomorphes au voisinage de ‘a EC}. 


> Sans perdre en généralité on peut admettre que a = 0. Choi- 
sissons un cercle {|z, | = r} sur lequel P (‘z, z,) = 0 pour tout ‘’z 
d’un voisinage ‘U de ‘a et posons 
_ 1 1 Us En) da 
PU= Sr \ P('2, On) Gn—2n 
(6h l=r) 


*) Pas nécessairement de la fonction f. 
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Alors @ est holomorphe dans U ="U X {|z, | <r} au même titre 
que la fonction 


Q(2)=f(2)—P (2) q (2) = 
+ f(2 £n) PS, én)— P (2, 5n) 
27i P (2, £n) Cn — Zn 

(IGn 1=r} 

Le deuxième facteur de l’intégrant est un polynôme en z, de 
degré <<k — 1 dont les coefficients sont holomorphes dans ’U pour 
tout Ca, | bn l=r: 


L 
dé. 


ECS en) CS 80), ('z, Cn) 2m + 79h (°z, Gn)- 


Cn —2n 
En portant ceci dans l’expression précédente et en intégrant, on 


trouve que nn 
Q()=b (2) 24 +... + dx (2), 
où les fonctions 


(A 1 12 Cn ? SG e L 
b,(z)=— n PE 92 (8 En) dns =, :::5 
Wçoni=r 


sont holomorphes dans ’U. L'existence du développement (7) est 
acquise, reste à prouver son unicité. 


Supposons que f — Pœ, + @, et que ce développement possède 
les mêmes propriétés que (7). Alors 


P( —p) =Q—- 0, 


et de plus si @, Æ ®, le degré par rapport à z, du premier membre 
est >k et celui du second, SA — 1. Cette contradiction prouve que 
M = Y, donc que Q, = Q. 

Ilustrons ce théorème en l’appliquant à la notion d'irréductibi- 
lité qui est importante pour la théorie des ensembles analytiques. 
Rappelons tout d’abord quelques notions d’algèbre en nous limi- 
tant, pour fixer les idées, à l’anneau ©, des polynômes en z, dont 
les coefficients sont holomorphes au voisinage d’un point ‘a € C”-!. 
On dit qu'un polynôme P € S, est irréductible s’il ne peut être dé- 
composé en un produit de deux polynômes P,, P, € ?, de degré 
>1. Tout polynôme P € P, peut être mis sous la forme 


P=PY...P;", (8) 


où P; sont des polynômes irréductibles de ©, et m; des nombres na- 
turels et de plus ce développement est unique à des facteurs holo- 
morphes et non nuls dans un voisinage de ‘a près. 


10—0848 
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Etant donné deux polynômes P, QE ©,, deg P >> deg Q, on 
peut appliquer l'algorithme d'Euclide de division successive 


P=qgQ+r, Q=qri tra () 
Ti = Qia À las ee es he = Q'hi Th 


(où g;, r; € #,A sont des ensembles de polynômes de z, dont les coef- 
ficients sont des rapports de fonctions, et en outre deg r; < deg ri, 
To — Q) jusqu’à ce qu’on n’obtienne pour reste une fonction dé- 
pendant uniquement de ’z (un polynôme de degré 0 en z,): 


Th-1 (2) = Qu+a (2) ra (2) + r (2). (10) 


Si dans l'expression de r on chasse tous les dénominateurs engendrés 
par la division des coefficients (qui sont en nombre fini), on obtient 
la fonction holomorphe 


R(z)=a(z)r (2), (11) 


qui s'appelle résultant des polynômes P et Q. 
Si le résultant est identiquement nul, alors r (’z) = 0 et l’on voit 
sur (10) et (9) que P et Q sont divisibles par Fr € À a qui est un 


polynôme en zA de degré 1: P — Prh; Q = gr où P, q 1 E Àa- Les 
premiers membres de ces égalités appartenant à ?,, une simplifica- 
tion des coefficients des seconds membres nous donne 


P = pR:, Q = qRx, (12) 


où p, q, Ra E Pa, et de plus R, (z) = cx (’z) rx (z) est un polynôme 
en z, de degré =>1. 

Dans le cas général tout reste r; s'exprime linéairement en fonc- 
tion des deux précédents (r;_, et r;_.); en portant successivement 
ces expressions dans (10) et (9) et en chassant les dénominateurs, on 
trouve que le résultant 


R(2))=p()P (4) +9(4)0(), (13) 


où pet g sont des polynômes de ®?,. On voit que si pour un certain 
‘z les polynômes P et Q ont une racine commune (par rapport à z,), 
alors R (‘z) = 0. Réciproquement, si R (’z) = 0 et si pour ce ’z 
les coefficients supérie ur. de P et de Q ne sont pas nuls, alors a (’:) 
=£ 0 dans ({1)et r (‘’z) = 0. Donc P (‘’z,z,) et Q (’z, z,) sont divisi- 
bles par r,(’z, z,) et par suite possèdent une racine commune (par 
rapport à z,). 

Le résultant d’un polynôme P € #, et de sa dérivée 9P,/0@z, 
s'appelle discriminant de ce polynôme. De ce qui précède il s'ensuit 
que le discriminant d’un polynôme P (dont le coefficient supérieur 
est différent de zéro) est nul pour les valeurs de ’z telles que P possèe- 
de des racines multiples (en z,) et pour elles seules. 
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Exemple. Soit P(z) = 2 — 32/2, + 22 — z,; alors LEE 


da 
= 3z1 — 3z; et l'algorithme d’Euclide nous donne r; (z;) — (—42; + 
+ z,)/(2z° — 1). Après avoir chassé le dénominateur, on obtient le 
discriminant À (z,) = 4z; — z,. Le polynôme P admet donc des ra- 
cines multiples par rapport à z, seulement pour z, = O (une racine 
triple z, — 0), pour z, = 1/2 (une racine double z, — —1.2) et pour 
z, — —1/2 (une racine double z, — 1/2). 


Si le discriminant de P est identiquement nul, P est nécessaire- 
ment réductible, car en vertu de (12) il admet alors un facteur À} 
tel que 1 < deg R, < deg P — 1 (9P/9z, est divisible aussi par 
R;,). Ce résultat est généralisé par le 


Théorème 3. Si dans la factorisation P— P, ... P, d’un poly- 
nôme P € P, les facteurs sont distincts, le discriminant de P n'est 
pas identiquement nul. 


D Si le discriminant A=0, les polynômes P et 0P/9z, possèdent 
un facteur commun À, non nul. La factorisation étant unique, 
R, doit (à un facteur près dépendant uniquement de ’z) être 
confondu avec un P;. Or on voit sur la formule de dérivation du 


; 9 ohne 
produit = ue P,...P,+...+P,... Pin que la dérivée 


0P/0z, n’est divisible par aucun P,. 


À la notion d'irréductibilité des polynômes est étroitement liée 
celle des fonctions. On dit qu’une fonction f=£0 holomorphe et nulle 
en un point a € C" est irréductible en a si elle ne peut être représen- 
tée par le produit de fonctions holomorphes et nulles en a. Sans 
perdre en généralité on peut admettre que f (’a, z,) 0 et former le 
polvnôme de Weierstrass P de la fonction f en a. Si f est réductible en 
a, on peut appliquer le théorème de Weierstrass à chaque terme du 
développement ; on constate alors que P est le produit des polynômes 
de Weierstrass de ces facteurs, i.e. est réductible. Réciproquement, si 
P est réductible, il se factorise en un produit de polynômes nuls au 
point a (ceci résulte du fait que P (’a, z,) — (z, — a,)“ en vertu de 
la propriété des coefficients des polynômes de Weierstrass) et par 
suite f est réductible en 4. 

De ce qui précède il s'ensuit également que toute fonction f = 0 
holomorphe et non nulle en un point a € C" se décompose d’une seule 
façon (aux facteurs holomorphes et non nuls près) en un produit de 
facteurs irréductibles en a: 

Fi 


f=fi... l (14) 
(cf. développement (8)). 
Citons en conclusion un corollaire du théorème de division de 
Weierstrass qui exprime une importante propriété des fonctions 
irréductibles. 


10% 
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Théorème 4. Soient f une fonction holomorphe, nulle et irréduc- 
tible en un point a E C”, et g une fonction holomorphe dans un voisi- 
nage de a etadmettant les mêmes zéros que f. Alors g est divisible par f 
en ce sens que dans un voisinage de a 


g = fh, (15) 


où li est une fonction holomorphe. 


> Sans perdre en généralité on peut admettre que f (’a, z,) = 0 
Soient P le polynôme de Weierstrass de f en a et À son degré. Ce 
polynôme étant irréductible, son discriminant À = 0 et au voisinage 
de a il existe un point z° tel que A (°’#?) 0. Or f (#?) = 0, donc 
P (2) = 0. D'après le théorème 2 la fonction g se représente dans ce 
voisinage sous la forme 


g = Pe+Q, (16) 


où QE P,, deg Q << k et y est une fonction holomorphe. En portant 
la valeur ’z° dans (16) on voit que P (‘z°) admet k racines distinctes 
z3. Mais, par hypothèse, g — 0 aux points (’z°, 2) et en vertu de (16) 
il en est de même de @, donc Q = 0, puisque c'est un polynôme de 
degré <<k possédant À racines distinctes. Par conséquent, g = Po, 
ce qui équivaut à (15). 4 


24. Propriétés des ensembles analytiques. 


Définition {. Un ensemble analytique A dans un domaine D & C” 
est localement l'ensemble des zéros communs d’un nombre fini de 
fonctions holomorphes. En d’autres termes, pour tout point a € D 
il existe un voisinage U € D et un ensemble fini de fonctions 
fu € © (U) tels que 


ANU=GEU: (=... = fn (se) = 0). (1) 


Un cas particulier trivial d’un ensemble analytique dans D est 
le domaine D lui-même: toutes les f, = 0. Si un ensemble analyti- 
que À = D, il faut pour {f, = 0} choisir des systèmes incompati- 
bles U € DA. Les propriétés élémentaires de ces ensembles sont 
exprimées par le 


Théorème 1. Tout ensemble analytique À dans D = A est fermé, 
nulle part dense dans D et ne divise pas D. 


> Soit a € D le point d’accumulation d’une suite ak € À ; dans 
un voisinage ÜU de a l’ensemble À f U est défini par la formule (4). 
Les fonctions f, étant continues, le point a € À. Ce qui prouve la 
premiere assertion. 

Si À possède un point intérieur dans D, son noyau ouvert E 
n’est pas vide. Mais E est fermé dans D, car le point d’accumulation 
z2 € D de E appartient à E en vertu du fait que À est fermé et du théo- 
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rème d'unicité. Le domaine D étant connexe, on a £ = D. Cette 
contradiction prouve la deuxième assertion. 

Pour prouver la dernitre assertion il suffit de montrer que chaque 
point a € À possède un voisinage connexe Ü tel que U X À est con- 
nexe. Soient a € À un point arbitraire, U € D un voisinage con- 
vexe de a, et z°, z!, des points arbitraires de UN A. Désignons par 
G= {GE C:629 + (4 —5):! E U} l'intersection de U avec la droite 
complexe passant par 2° et z!: Gest un domaine plan convexe. Parmi 
les fonctions définissant À au voisinage de Ü il en existe une telle 


que 
Zu (0) = fu (2° + (1 — L) 2!) Æ 0, 


donc l’ensemble H = {QE C: x + (1 — t)ztE A} est discret. 
L'ensemble GX H est par conséquent connexe et comme il contient 
les points &, = 0 et &, = 1, il existe un chemin y: Z + GXH re- 
liant & et &: la fonction £ —+ y (4) 2 + (1 — D (0) z! définit alors 
un chemin de UX À reliant 2° et z!. 


Si dans un voisinage Ü de a les fonctions (1) peuvent être choi- 


6) 
sies de telle sorte que le rang de la matrice de Jacobi (+) soit 
*v 74a 


égal à k, alors a s'appelle point régulier de l’ensemble À et le nom- 
bre nr — k — m, dimension complexe de À en a et se note dim, À. 
Désignons l’ensemble des points réguliers de À par A° et appelons 
ensemble critique l’ensemble 4° — A A° et points critiques de À, 
les points de A°. 


Exemple. Pour l’ensemble À = {z € C: z,2:23 — 0} composé 
des trois hyperplans A, = {z, = 0}, la matrice de Jacobi de la 
fonction f (z) — 212:2, est de la forme Vf = (2:23, 2122 212). 
Son rang est partout égal à 1 sur À sauf sur les droites complexes 
l, = I, N H:, be —— H, N Fa; la == H, N H, sur lesquelles Vf —_— 0. 
Donc l’ensemble des points critiques de À est confondu avec la ré- 
union L =l, ÜUl; Ul; et l’ensemble des points réguliers est 
A° = A\L. 


Théorème 2. L'ensemble A° des points réguliers de l’ensemble ana- 
lytique À est ouvert dans À et ses composantes connexes sont des varié- 
lés complexes. 


> Il est évident que A° est ouvert, car si dans un voisinage U 
l’ensemble À est défini par les équations (1) et si a € U est un point 
régulier de À, la matrice f” possède un mineur d'ordre À non nulen 
a; ce mineur est différent de O dans un voisinage de a, donc les 
points de À contenus dans ce voisinage sont réguliers aussi. Supvosons 


Ofu 
D Ra ee a La où u = Â, , À et v = m + 
+ 1,..., n(m—=n—k). D'après le théns me de fonctions im- 
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plicites (cf. n° 9), l’ensemble À peut être défini au voisinage de a 
par les équations 


Zy = Ly (Zi rs 52m) (WV=m+i,...,n), (2) 


où g, sont des fonctions holomorphes. 

Donc l’ensemble À est défini dans ce voisinage comme le graphe 
d'une application holomorphe et par suite est une variété complexe 
de dimension m = n — r. Ceci vaut également pour la composante 
connexe de À° qui contient le point a. 


On remarquera que l’ensemble A° des points critiques de À est 
contenu dans un sous-ensemble analytique de À distinct de 4. En 
effet, soient a un point critique de À et k le plus grand indice tel 
qu'au voisinage de a il existe des fonctions holomorphes f,, . .., fn 
nulles sur À, et en outre la matrice f” possède un mineur D d'ordre k 


non identiquement nul dans U. Soit À l'ensemble des points de U 


en lesquels f, = ... = f, = 0 et le mineur est = 0. La différen- 
tielle df de toute fonction f € © (U) nulle sur À f\ U est une combi- 
naison linéaire de df,, . .., df,, sinon on pourrait ajouter f à f, et 


le nombre k ne serait pas maximal, donc df — 0 sur À. 


Il s'ensuit de là qu’au voisinage des points 2° € À, l’ensemble À 
est confondu avec À et ces points sont des points réguliers de À. 
Donc les points de AÀ° NU doivent appartenir à l’ensemble 
{:EANU: D(z) =0}; ce qui prouve notre assertion. Un raisonne- 
ment plus compliqué sur lequel nous glisserons permet d'obtenir un 
résultat plus profond. 


Théorème 3. L'ensemble A° des points critiques d'un ensemble ana- 
lytique À est un ensemble analytique distinct de À. 


Remarque. Au voisinage des points critiques, l’ensemble analy- 
tique À peut même ne pas être une variété topologique. Soit 
par exemple l’ensemble analytique À = {2,:, — z° = 0} dans C. 
Sa matrice de Jacobi est de la forme (2, z, —2z.) = O0, donc cet 
ensemble est de dimension 2 et 0 € C* est un point critique. Si cet 
ensemble était une variété au voisinage de O0, l’ensemble A {0} 
serait localement homéomorphe à une boule de dimension réelle 4 
privée d'un point, i.e. À K {0} serait un ensemble simplement con- 
nexe. Mais l'application g: (&, Go) —> (G?, GE, Lu Ge) définit C?\ {0} 
comme un revêtement à deux feuillets de A {0} et À K {0} ne peut 
être simplement connexe en vertu du théorème de la monodromie 
du n° 20. 


En raisonnant comme dans la démonstration du théorème 1, on 
déduit du théorème 3 que À° est fermé et nulle part dense dans À 
(ceci résulte de la partie du théorème qui a été prouvée). Mais on 
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voit sur l'exemple de la page 147 que À° ne peut séparer À ; les 
détails suivent plus bas. 

On voit sur le théorème 2 que la notion de dimension d'un en- 
semble analytique en ses points réguliers, introduite formellement 
ci-dessus, est confondue avec la définition géométrique de la dimen- 
sion d'une variété complexe. L'ensemble 4° des points réguliers 
étant partout dense dans À, pour tout point a € À on peut poser 
par définition 

dim, À = lim sup dim, À; (3) 
on appellera dimension d'un ensemble À le nombre dim À — 
— sup dim, À et codimension de À, le nombre n—dim 4. L'ensemble 


c£E A 
A est dit m-homogène si dim, À = m pour tout a € À. 

Les ensembles analytiques À & C”" de codimension 1 (dim À — 
— n — À) s'appellent hypersurfaces complexes et les ensembles de 
dimension 1, courbes complexes. Les ensembles sans points critiques 
(A = GO) sont des réunions (localement finies) de variétés com- 
plexes ; ces ensembles sont parfois dits différentiables (ou lisses). 

On démontre que pour tout k, 0 S k < m — dim À, l’ensemble 
Au = {a E A: dim, À = k} est analytique (éventuellement vide) 
et qu il est visiblement k-homogène. Donc tout ensemble analytique 
se représente par une réunion finie d'ensembles analytiques 44) : 


À = Ù A. Si a est un point critique de À, alors dim, (A 4°) < 
k=0 


<< dim, À et par conséquent la dimension de l'ensemble des points 
critiques d'un ensemble analytique m-homogène est strictement 
inférieure à m. 
Comme le théorème 3 est valable pour l'ensemble analytique 
A 4°, on obtient une décomposition d’un ensemble analytique en 
variétés complexes : À — À° U (AK A9) U ... Plus commodeest 
la décomposition en variétés de dimensions strictement décroissan- 
tes : 
A = Aîm) U (AN Amm-n U --.(m=dimA). (4) 


Cette décomposition s’appelle stratification de l'ensemble analytique 
A et ses termes, strates de dimension respective. 


Exemple 1. Pour l'ensemble À = {z € C: 2,2,z, = 0} de l’exem- 
ple de la page 147, la strate de dimension 2 est 4?,, — A\L, la 
strate de dimension 1 est LV {0} et la strate de dimension O0, le 
point {0}. 


Définition 2. On dit qu’un ensemble analytique À est irréduc- 
tible dans un domaine D s'il ne peut être représenté par la réunion 
d'ensembles analytiques dans D distincts de À. Un ensemble À est 
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dit irréductible en un point a € À si l’ensemble À NU est irréduc- 
tible dans tout voisinage U assez petit de a. 

Exemples. 

2. L'ensemble analytique À — {225 — z° — 0} est réductible 
dans C*, car il se décompose en deux ensembles À, — {2,2: — 2, = 
— 0} et A, — {2122 + z3 = 0}. Il est réductible aussi en tous les 
points de l'intersection À, f 4,, i.e. sur les droites (z,, 0, 0) et 
(0, z:, 0); il est irréductible aux autres points. 

3. L'ensemble {2,25 — z? — 0} est irréductible en z = 0 et ré- 
ductible en tous les points (a, 0, 0), a, — 0 (il se représente par la 
réunion des ensembles {V2, z: + z: — 0}, où Vz, désigne l’une des 
déterminations de la racine). 

4. L'ensemble {2,2 — z° —0} est irréductible en tous ses 
points (y compris au point critique z = Ü). 

La notion d'irréductibilité des ensembles analytiques est liée à 
celle des fonctions qui a été étudiée au n° 23. Soit f une fonction 
holomorphe et irréductible en un point æ € C”; montrons que l’en- 
semble analytique À = {f (z) = 0} est irréductible aussi en a. En 
effet, supposons par absurde que dans un voisinage de a l’ensemble 
A = À, U À,, où A,;et 4, sont des hypersurfaces complexes dis- 
tinctes de À, donc l’une de l’autre. Il existe alors des fonctions f, et f, 
holomorphes en « et telles que j, | 4, = 0, f; |4. 5 O0 et respective- 
ment fo la, = 0 fo |4, 5 0. La fonction f s’annule sur l’ensemble 
{f1f2 = 0} et le théorème de division de Weierstrass (cf. n° 23) nous 
dit que j,f: = hf, où hk est une fonction holomorphe en a. La fonc- 
tion f est réductible contrairement à l'hypothèse. La réciproque 
est fausse : soit f* le carré d’une fonction irréductible en a. Donc f? 
est réductible en a. Mais l’ensemble À = {f° — 0} est confondu 
avec f — 0 et d’après le raisonnement précédent est irréductible 
en a. 

Au n° 23 on a montré que toute fonction holomorphe et nulle en 
a peut être décomposée en un produit de facteurs irréductibles. Il 
s’ensuit en vertu du raisonnement ci-dessus que toute hypersurface 
complexe peut être représentée au voisinage de chacun de ses points 
par la réunion d’hypersurfaces irréductibles en ce point. 

Une hypersurface complexe À est irréductible dans un domaine 
D si et seulement si l’ensemble 4° de ses points réguliers est conne- 
xe. En effet, supposons que À est réductible et se décompose en la 
réunion À, U À: d’ensembles analytiques dans D. Tous les points 
de l'intersection À, f} À, sont des points critiques (À n’est pas une 
variété en leurs voisinages) de sorte que l’ensemble A° des points 
critiques contient cette intersection et par suite sépare À° (on ne 
peut accéder de À, à À, en évitant 4, f\ 4.). Réciproquement, sup- 
posons que À° n’est pas connexe et se décompose en la réunion d’hy- 


persurfaces connexes À;; montrons que les adhérences À; sont des 
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hypersurfaces complexes dans D, i.e. À — 4° est la réunion des À, 
donc est réductible. 

Supposons qu'un point a de D appartient à À;; puisque 
A; © À, l’ensemble À est défini dans un voisinage U de a par l’équa- 
tion f (z) = 0, où f E © (D). Sans perdre en généralité, on peut ad- 
mettre que a — 0 et f (’0, z,) = 0 et remplacer f par son polynôme 
de Weierstrass P (’z, z,) au point 0. On peut aussi sans perdre en 
généralité admettre que P est irréductible en 0, sinon on pourrait 
remplacer P par son facteur irréductible correspondant à la compo- 
sante À;. Le discriminant À de ce polynôme est alors = 0 
dans un voisinage ’V du point ‘’O (cf. n° 23) et l’ensemble 
E = {’zE€’V:A (':) = 0} est une hypersurface complexe dans “F. 

Pour ’z EVE toutes les racines de l’équation sont simples ; 
désignons par z{#)(z) (u —= 1, ..., k;) celles pour lesquelles 
(z, 2) € À, et construisons le polynôme 


kj 
P;(z) = b, (za — 29 (2)) = 25 + (2) +. + cn; (2). 


Puisque _ ((z, 24) = 0, le théorème des fonctions implicites du 
en 


n° 9 nous dit que les racines z(#) sont holomorphes dans un voisinage 
assez petit de ’z et de toute évidence se prolongent analytiquement 
le long de tout chemin dans ‘VE. Mais lorsqu'on parcourt cer- 
tains lacets, la valeur finale peut ne pas coïncider avec la valeur 
initiale mais avec celle d’une autre racine. Ces interversions ne mo- 
difient pas les valeurs des fonctions symétriques de ces racines, donc 
ces dernières restent univoques et partant holomorphes dans ‘VE. 
Donc les coefficients p, du polynôme P sont aussi holomorphes dans 
‘VE et s'expriment de façon élémentaire au moven des fonctions 
symétriques de ses racines. 

Ensuite il est clair que les racines z2{#), donc les coefficients p;, 
restent bornés lorsque ’z — £. Puisque £ est un ensemble analyti- 
que, on en déduit en vertu d’un théorème qui sera prouvé au cha- 
pitre suivant (cf. théorème 3 du n° 32) que ces coefficients se pro- 
longent holomorphiquement au voisinage ’V tout entier. L'ensem- 
ble À; étant connexe, le prolongement analytique décrit nous en 


donne tous les points et p; (z) = 0 est l'équation de À, partout dans 


V. L’analyticité de À; est acquise donc la proposition tout entière. 
Cette proposition est valable non seulement pour les hypersur- 
faces mais pour les ensembles de toute dimension. 


Théorème 4. Un ensemble analytique A dans D est irréductible si 
et seulement si l’ensemble A9 de ses points réguliers est connexe et de 
plus les adhérences dans D des composantes connexes de A° sont des 
ensembles analytiques irréductibles. 
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Nous glisserons sur la démonstration dans le cas général en rai- 
son de sa complexité. Ce théorème entraîne le 


Théorème 5. Tout ensemble analytique À dans un domaine D se 
représente par la réunion d'ensembles analytiques irréductibles dans ce 
domaine. 

Pour la démonstration il suffit d'envisager les composantes con- 
nexes de l’ensemble des points réguliers de À et de prendre leurs 
adhérences qui seront alors des composantes irréductibles de À. 


% Montrer que l’ensemble À = {z € C°: 27 + 2? — 25 = 0} est 
irréductible partout sauf au point 0. (Nota: À est l image de C 
par l’application & — G(E* — 1, (£° — 1)); l’image réciproque de A° 
est connexe et (4 NU}, où Ü — {| 1< 1, [ze | 1}, n'est 
pas connexe.) % 


Citons en conclusion deux théorèmes qui peuvent être traités 
comme une généralisation du théorème d’unicité pour les fonctions 
d'une variable. 


Théorème 6. Si ur ensemble analytique À d'un domaine D € C' 
est de dimension zéro, i.e. ne possède pas de composantes connexes dis- 
tinctes d’un point, il ne peut avoir de points d'accumulation à l'in- 
térieur de D. 


D On prouvera ce théorème par récurrence sur 7. Le théorème 
est vrai pour 7 — À, car confondu avec le théorème d’unicité pour 
les fonctions d’une variable. Supposons qu’il est vrai pour les en- 
sembles de C"-! mais pas pour ceux de CC”. Il existe alors dans 
D & C”' un ensemble À satisfaisant aux conditions du théorème et 
possédant un point d'accumulation a € D. Supposons que dans un 
voisinage de a l’ensemble À est défini par les équations 


h() =... = fm (2) = 0; (5) 


l'ensemble À étant de dimension ZÉTO; onam> 4 pour r > 1. De 
plus À ne peut contenir la droite ’z = ‘a, de sorte que les fonctions 
Î; (a, zh) ne sont pas toutes identiquement nulles : supposons que 
f Cas Zn) Æ 0 pour j = 14, ..., let RCA Zn) = 0 pour j nt 

4, ..., m. En remplaçant (5) par le système d'équations équiva- 
ot à 0 où g; = f; pour j — À, L et 8; = f; + f pour 
j > L, faisons en sorte que toutes les fonctions &j (@ Zn) 0. Ap- 
pliquons ensuite le théorème préparatoire et définissons localement À 
avec des équations aux polynômes de Weierstrass : 


Pif2, 25)= ::: PP, (22) =0 (6) 
Sans perdre en généralité on peut admettre que À contient une suite 
de points (’a*, ‘’a?), où les ‘’a* (v = 1, 2, .) sont tous distincts. 


Considérons le résultant du polynôme P, et de la combinaison 
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MPi+... + \m-1Pm1 à coefficients complexes. Ce résultant est 
un polynôme en À; à coefficients holomorphes dans un voisinage de 
‘a qui s'écrit sous la forme ordinaire 


R(z, à)= D Qu ("2) h", (7) 
kEK 
où Æ est un ensemble de multi-indices À = (k,, . .., km_1). Si pour 


‘z fixe il existe un point (’z, z,) en lequel tous les P, = 0, alors 
R (‘z,À) = Oen ce point pour tout À E C”-!. Réciproquement, si pour 
un ’: le résultant R (‘z, À) = 0 pour tout À E C””1, il existe une ra- 
cine z, commune à tous les polynômes P, (’z, z,) (en effet, si pour 
chaque racine z{#) d’un polynôme P; ('z, z,) il existe un P; tel que 
P;(z, =) Æ0, alors P, et la combinaison AP, + ... 
... + Âm-1]Pm_1 ne possèdent pas de racines communes pour cer- 
tains À, donc R (’z, À) = 0 pour ces À). 

Donc la projection de À sur l’espace C”"-t au voisinage du point 
‘a est décrite par la condition R (‘’z, À) = 0 pour tout À € C””i, 
condition qui équivaut aux équations @Q, (‘’z) = O0 pour k € K, i.e. 
est un ensemble analytique. Cet ensemble satisfait aux conditions 
du théorème et admet ‘a pour point d’accumulation. Cette contra- 
diction avec l'hypothèse de la récurrence prouve le théorème. « 


Théorème 7. Un ensemble analytique À dans un domaine D € C" 
ou bien possède des points aussi proches que l'on veut de la frontière 
0D, ou bien est composé d'un nombre fini de points. 


> Il nous faut prouver que tout ensemble analytique À dans D 
est fini si À Œ D. L'ensemble À € UV" = {|| z || LR}; prouvons 
qu'il est fini en raisonnant par récurrence sur #7. Pour nr = 1, cette 
proposition résulte du théorème d’unicité. Supposons qu'elle est 
vraie pour la dimension nr — 1. 

Désignons par x: z—"z la projection de C" sur C"-!; soient 
"A = a (À) et ‘’z° un point arbitraire de A. L'ensemble À possède 
ur. nombre fini de points se projetant en ‘2°, car À f\ {’z = ’2°} est 
un ensemble analytique compact sur la droite complexe et par suite 
est fini. Désignons ces points par z? = (‘z°, z;) et considérons leurs 
voisinages disjoints U ; qui se projettent sur un voisinage ‘U de 2°. 
Ces voisinages peuvent être supposés assez petits pour que dans 
chacun d'eux 


ANT = EU: RE =... =fm(a =0} (8) 


où tous les f, E O (U;). 

Puisque À ne contient pas la droite ’z — ’z°, en reprenant le 
raisonnement qui a servi à prouver le théorème précédent on peut 
définir À (| U; par un système (6) d'équations aux polynômes de 
Weierstrass et s’assurer que la projection x (À f] U;) est un ensem- 
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ble analytique dans ’Ü *). La projection de l’ensemble À sur ‘’U 
est la réunion finie de x (4 f U;) pour divers jÿ, donc est aussi un 
ensemble analytique. On a prouvé que ‘À = x (A) est un ensemble 
analytique et puisque la condition À & U" implique que 
‘A Œ x (”), on en déduit que A est fini d’après l’hypothèse de la 
récurrence. Donc À est aussi un ensemble fini. < 


25. Structure locale. Commençons par le cas le plus simple d’en- 
sembles analytiques de codimension 1, i.e. des hypersurfaces comp- 
lexes. Un tel ensemble se définit localement comme l’ensemble des 
zéros d'une fonction holomorphe et de plus, parmi les fonctions 
définissant l’ensemble À dans un voisinage de son point a figure la 
fonction déterminante de À au point a. C’est ainsi qu’on appelle 
une fonction f holomorphe dans un voisinage U de a telle que 
1) AQU = {z EU: f(z) =0} et 2) toute fonction g € © (U) nulle 
sur À est divisible par f. 

L'existence des fonctions déterminantes locales s’acquiert aisé- 
ment. Soit f une fonction holomorphe en a, définissant l’ensemble À 
dans U. Décomposons f en un produit (14) du n° 23, prenons un 
exemplaire de chaque facteur irréductible en a et formons la fonc- 


tion 7 = f, ... 1 avec ces facteurs. L'équation f (z) = 0 définit 
de toute évidence le même ensemble À dans U et d’après le théore- 
me 4 du n° 23 toute fonction g holomorphe en « et nulle sur À est 


divisible par chaque facteur irréductible f;, donc par Î. Par consé- 


quent, f est la fonction déterminante de À au point a. Du même 
théorème 4 il s'ensuit que la fonction déterminante est unique à un 
facteur holomorphe non nul près. 

La structure locale des hypersurfaces complexes est clairement 
définie par le théorème préparatoire de Weierstrass. Sans perdre en 
généralité on peut admettre que dans un voisinage U d’un point 
a € À l’ensemble À est défini par une fonction déterminante f telle 
que f (’z, z1) = 0: géométriquement ceci signifie que À ne contient 
pas la droite complexe {’z = ‘’a}. En vertu du théorème préparatoire 
de Weierstrass, la fonction f peut être remplacée par son polynôme 
de Weierstrass P en a et de plus tous les facteurs irréductibles de P 
sont distincts, puisque f est une fonction déterminante. D’après le 
théorème 3 du n° 23 le discriminant A de ce polynôme n’est pas iden- 
tiquement nul dans la projection ‘U de U et par suite l’ensemble 
E = {’z EU: A ('z) = 0} soit est une hypersurface complexe dans 
"U, soit est vide. 

Soit k — deg P > 1. Pour tout point ‘’zE’UXE l'équation 
P (‘z, zx) = 0 possède k solutions distinctes z2 (’z), et de plus ces 


*) On admet que m>1; si m—1,il est évident que x (4 N l'y) ='U 
est un ensemble analytique de codimension ©. 
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solutions restent distinctes et continues (voire holomorphes) dans 
un voisinage de ’z ne contenant pas de points de £. Donc dans nos 
hypothèses l’ensemble À est un revêtement à k feuillets au-dessus de 
"UE. Lorsque ’z tend vers Æ, certaines des racines 2j (’z) se con- 
fondent, de sorte que n-! (£) est l’ensemble de branchement de la 
projection nr: À fi U —"U et cette projection s'appelle revêtement 
ramifié au-dessus de ‘U. Si k = deg P — 1, le discriminant de E 
est vide et À f\ U est le graphe de la fonction holomorphe z, — 
—= £h ( z) au-dessus de ‘U, i.e. est une variété complexe. 

Cette analyse montre qu’au-dessus de ‘UE les points de l’hy- 
persurface À f] ÜU sont réguliers, donc l’ensemble discriminant Æ 
contient les projections de tous les points critiques de À f\ U. Mais 
E contient aussi d’autres points: par exemple, pour l’ensemble À — 
= {2 € C?: 75 — z, = 0} l'origine des coordonnées est un point 
régulier et sa projection z, — 0 est confondue avec E (pour z, = 0 
l'équation z? — z, — 0 admet une racine double). 

On obtient sans peine un résultat analogue dans le cas où un en- 
semble analytique À & C” de codimension 2 est localement défini 
dans un voisinage U de a par deux 
équations f (2) = g(z) = 0 dont les 
fonctions f et g sont déterminantes 
pour les hypersurfaces respectives. En 
orientant l’axe z, de telle sorte que 7- 
fa. 2) #0 et g(a,z,;) 50, on 
peut remplacer ces fonctions par leurs 
polynômes de Weierstrass P et Q au 
point a. De ce qui a été dit au n° 24 
il découle alors que la projection À = 
— 7, (À) de l’ensemble À est définie 
dans un voisinage ‘’U & C"-!1 par 
l'équation À (’z) = 0, où R est le ré- Fig. 26 
sultant de Pet Qet de plus R = 0, 
car alors codim À = 1. Donc ‘A est une hypersurface analytique 
dans ‘U et d’après ce qui précède on peut orienter l’axe z, , de telle 
sorte que la projection n,: "4 A\'U —+ "U & C"* soit un revête- 
ment ramifié. Mais alors il en est de même de la projection 
T = Fo 0 TU: À AU —+ 'U. 

D'une façon générale, on dit qu'un ensemble analytique À dans 
D & C' est un revêtement ramifié (fig. 26) au-dessus d’un domaine 
G & C" s'il existe un ensemble analytique E & G (distinct de G) 
tel que la projection x: C" — C” applique proprement *) À sur G 
et la restriction de x à AX x"? (E) soit un revêtement de multiplici- 
té finie au-dessus de GX E (il s'ensuit de là que dim À = m). Dans 
le cas général on a le 


*) On dit qu'une application f: D — G est propre si l’image réciproque 
fr! (&) de tout sous-ensemble À Œ G est un sous-ensemble compact de D. 
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Théorème 1. Tout ensemble analytique À & C" est dans un voisi- 
nage assez petit U de chacun de ses points a un revêtement ramifié au- 
dessus de la projection de a sur un sous-espace C" & C”", m = dim A. 

Nous glisserons sur la démonstration de ce théorème en raison 
de sa complexité. 


Remarque. L'une des difficultés de la démonstration du théo- 
rème 1 dans le cas général réside dans le fait qu’un ensemble analy- 
tique À dans D de codimension m >> 1 ne peut toujours être défini 
par m équations mème localement. Considérons par exemple dans 
l’espace C5 muni des coordonnées (2,, 2:, 23, W, W», Ws) un cône C 
défini par le système d'équations 


ZiWa = Zallyy ja = Ze, ZoÙs = 23 (1) 


au voisinage de l'origine des coordonnées. Aux points de C dont 
toutes les coordonnées sont différentes de 0, l’une des équations est 
la conséquence des deux autres, i.e. en ces points codim € = 2, et 
puisque l’ensemble de ces points est dense dans C, on a codim € = 2 
partout en vertu de la définition de la dimension du n° 24. Mais 
aux points de C tels que z, = w, — 0 (ou z, = w, = 0, ou 23 = 
— wWs = 0) deux de ces équations deviennent triviales et pas la troisièe- 
me, donc aucune d'elles ne peut être éliminée. (La démonstration 
rigoureuse du fait que C ne peut être défini par deux équations est 
assez compliquée.) 

Il est clair que ceci ne peut avoir lieu qu’au voisinage des points 
critiques: au voisinage des points réguliers un ensemble de codi- 
mension k peut être localement défini par À équations. 


La notion de structure locale d’un ensemble analytique À au 
voisinage d’un point critique a € À peut être approfondie par la 
considération du cône C, (A) tangent à À en a, c’est-à-dire l'en- 
semble des vecteurs v, limites de suites Ajv/, où v? sont des vecteurs 
reliant a aux points z° € AX{a}, et ns des nombres complexes. et 
en outre z/ —+ a (donc À; —+ oo si v æ 0). En d’autres termes, C, (4) 
est composé des positions limites des « sécantes » v? = z/— a lorsque 
zi + a; si a est un point régulier de À, le cône C, (A) est confondu 
avec le plan tangent 7, (A). Il est évident que si v EC: (A),il en 
est de même de Àv pour tout À € C. de sorte que C, (4) est composé 
de droites complexes, i.e. est effectivement un cône de sommet a. 

L'équation d’un cône tangent à une hypersurface complexe s’écrit 
immédiatement : 


Théorème 2. Si la fonction f qui définit une hypersurface complexe 
A se développe au voisinage d’un point a € À en une série de polyno- 
mes homogènes de z — a: 


D 


LOE Po (0): (2) 
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l'équation du cône tangent C, (À) est 
P,(z2— a) = 0, (3) 
où P, est le polynôme non nul de plus bas degré dans (2). 


> On peut admettre que a = 0 sans perdre en généralité. En 
se servant du fait que P, est un polynôme de degré v et que Îles 
points z’ € À, on déduit de (2) que 


0=7 G}= + Pa) + er NEA Pis (A2) +. 
À; 


D'où P;(v) —0, puisque pour tout v = lim A ju) € Ca (A)X {a} 


on à Àj — oo. di 
Supposons réciproquement que P. (cv) = 0. Choisissons les coor- 
données de telle sorte que v = (v’, 0), où v” = (v,, ..., Ur); 
puisque P,(v, 0) = 0, il vient 
ë 
P,(v’, z)= À = Tv (v") 2} n°? où m>Î el Im) 0, 
v=1 


donc pour v’ fixe et “ | << 1 


l 
LP, 21212 lon À 141 2 > 


Zalinl">alzl, (9 


« 


où a > 0 est une constante. Si, d'autre part, on pose g,(z) = 


= D Ps (z), on obtient pour tout AE Cet |[z, | <'1 
v=l+ 


O0 


lat’, Az)]= 2 APP, G", 20) BI à I#4. (5) 
v=l+ 


Appliquons le théorème de Rouché à la fonction f = P, + 
par rapport à la dernière variable en fixant les autres ; considérons 
un cercle {| 2, | — r}, où r! — 2b | À |/a; en vertu de (4) et (5) on 
a sur ce cercle 


| P; Q', An) | > a An = 20 A > le Go’, Aa) |, 


donc j (Av’, Àz,) possède au moins un zéro dans le disque {| 2, | 
<r} (on a PA’, 0) = 0). Choisissons maintenant une suite À, 0 
et en utilisant ce qui vient d'être prouvé construisons une suite 
2j € {| zn l' << 2b | À; l/a} et une suite de points 2 — Qu" 
Az) € A convergeant vers 0 et telle que À;'z? = (v’, 25) — (v’, 0) = 

— v. Ce qui exprime que vE Co (A). 
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La situation est différente pour les codimensions plus élevées: 
par exemple, le cône tangent à la courbe {z € C: 2, + 25 = 0, z, + 

z; = 0} au point z = 0 est la droite {z, = z, = 0}, tandis que 
l'annulation des termes inférieurs des équations nous donne l’hy- 
perplan z, = 0. Dans le cas général on établit sans peine (comme dans 
le théorème 2) que le cône C, (A) tangent à un ensemble analytique 
A appartient à un cône tangent en a à toute hypersurface complexe 
contenant À. En effet, C, (A) est l'intersection des cônes C, (S) 
tangents à toutes les hypersurfaces complexes $ = À. 

Donc si un ensemble analytique À est défini au voisinage d'un 
point a par les équations 


h@ =... =f:() =0, (6) 


le cône C, (A) n'appartient qu’à l’ensemble décrit par les termes in- 
férieurs non nuls des développements de f, en polynômes homogè- 
nes de z — a: 


Pi,(c—a) =... = PI (:— a) = 0. (7) 


Si (7) définit un ensemble de dimension égale à dim, À = m, ce 
système décrira C, (À). 

Signalons encore que le cône C, (4) approche bien l’ensemble À 
au voisinage de a au sens que la distance entre les intersections de À 
et C, avec la sphère {| 2 — a | = r} est o (r) lorsque r — 0. Cette 
propriété se déduit sans peine de la définition du cône tangent. 


$ 9. Fibrés et faisceaux 


Nous fermerons ce chapitre par la description de deux notions 
géométriques qui sont importantes en analyse. 


26. Notion de fibré. Cette notion généralise celle de revêtement 
dans laquelle l’espace discret £ (cf. définition du n° 20) est rempla- 
cé par un espace topologique arbitraire. 


Définition {. Soient X, M, E des espaces topologiques *). On 
appelle fibré de fibre £ le triplet n = (X, x, M), où x: À — M est 
une application continue satisfaisant à la condition suivante: pour 
tout point p € M il existe un voisinage Ü et un homéomorphisme 
h: n-!(U) = U X E tel que le diagramme de la figure 27 soit 
commutatif, i.e. pour tout x E n-!(U) 


n'oh(x) = nr (x), (1) 


où a: U X E + U est une projection ordinaire (1° (p, €) = p). 


*) Comme toujours, séparés et à base dénombrable d'ouverts. 
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On dit que X est l’espace total de n, M la base, 7 la projection, 
E, = x7!(p) la fibre au-dessus du point p de M. 

:- L'application k (à p fixe) est un homéomorphisme de £, sur E. 
La commutativité du diagramme exprime que l’homéomorphisme 
h:x-1(U)— U X E conserve les fibres (cf. fig. 27 et le raisonne- 
ment analogue du n° 20). D'autre part, il s'ensuit de la définition 
que le fibré n est localement trivial : dans le voisinage Ü il est muni 
(à un homéomorphisme près) de la 
même structure que le produit | 


U X E ; un fibré n'est pas nécessai- x h (pe) E 
rement globalement trivial, i.e. * TR 
homéomorphe au produit M X E. 
Définition 2. On appelle section p STE 
d'un fibré (X, x, M) au-dessus d’un 
domaine D © M une application ” a. 
continue s: D —+ X telle que 4 
p 

roS(p)=Pp, (2) M : 
i.e. t l’applicati identi 
; s ee est l’application identique Fig. 27 


Les sections existent toujours localement : considérons un fibré 
trivial n = (X, x, M) de fibre E et soit U une partie de M. Fixons 
un élément & € E et à tout point p € U associons l’élément s, (p) = 
= h"} (p, e). L'application s,: U — X est une section de n au- 
dessus de VU, car nos,(p) =" ch (s, (p)) = p pour tout p € U. 
On verra sur des exemples que les sections globales s: M — X 
n'existent pas pour tout fibré. 


Exemples. 

1. L'ensemble des vecteurs unités tangents à une sphère à deux 
dimensions $° est un fibré ayant pour base S? et pour fibres des 
cercles (les extrémités des vecteurs tangents en p € S*). La projec- 
tion x associe à tout point x d’un cercle le centre p de ce cercle. Les 
sections de ce fibré sont des champs de vecteurs unités tangents, i.e. 
des fonctions continues qui à chaque point d’un domaine D & S* 
associent un vecteur unité. Ces sections existent au-dessus de do- 
maines de S*? distincts de S?; quant aux sections globales au-dessus 
de S*°, elles n'existent pas en vertu du théorème classique du hé- 
risson *). 

2. Ruban de Môbius. C'est la figure obtenue en tordant une fois 
une bande rectangulaire X et en collant deux côtés opposés (fig. 28). 
Le rectangle X est l’espace total du fibré ayant pour base le cercle 


ide” Cf. V. Arnold, Equations différentielles ordinaires. Editions Mir, 


11—0848 
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S1 (la ligne médiane de X avec extrémités identifiées) et pour fibre, 
un segment, pour fixer les idées, le segment 7 = [—1, 1]. La pro- 
jection x associe à tout point x du segment p X Î le milieu p dece 
segment. Les sections globales au-dessus de ce fibré sont des fonc- 
tions continues s: S!'-—> X. Ce fibré n'est pas globalement trivial 
car il n'est pas homéomorphe au cylindre S? X 1. 

3. L'espace projectif complexe CP” peut être traité comme la base 
d’un fibré dont l'espace total est C?*!. La projection x: C?*! + 
— CP” associe aux points z € C7*! — 
= C"*X {0} les classes d'équiva- 
lence [zl modulo la relation 
3 m2" si z —= Az”, où À E C,. Les 
fibres de ce fibré sont les ensem- 
bles x71 ([z]) — {Az}, où z est un re- 

Fig. 28 présentant de la classe [z] et À 

parcourt C, ; ces ensembles sont ho- 

méomorphes à C, (la droite complexe privée d’un point). La restric- 

tion de ce fibré aux domaines U, = {{z] € CP"; z; = 0} du recou- 

vrement standard CP" est triviale: x? (U;) est homéomorphe à 
C" x C,, mais globalement elle n’est pas triviale. 

On a vu au n° 1 qu'à la place de C'*!' on pouvait prendre 
la sphère unité S°**l: les fibres seront alors les cercles 
{1Al=1)e C,- 

Une importante classe de fibrés est la classe des fibrés vectoriels 
différentiables qui sont caractérisés par les conditions subsidiaires 
suivantes : 1) la base M du fibré est une variété différentiable de di- 
mension m et la fibre, un espace vectoriel R” de dimension finie; 
2) la restriction du fibré aux domaines des cartes U, d’un atlas de 
M est triviale et de plus pour tout point fixe p € U, le difféomor- 
phisme k,: x !(U,)— U, XR” est un isomorphisme de l’espace 
vectoriel PV, — x°-° (p) sur R*. 

Sin = (V. x. M) est un fibré vectoriel, pour les cartes (U,, q) 
et (Ua, Pa) dont l'intersection VU, 8 = U, NU, est non vide, outre 
la relation de voisinage pen = @s © qa' de la variété M (un difféo- 
morphisme de domaines de l’espace R,,) on a l’application 


LP = ka o he. (3} 


qui à p E VU, fixe est un isomorphisme de l’espace R”, i.e. une 
transformation linéaire non dégénérée (fig. 29). À p € U, 4 fixe la 
transformation (3) peut être mise pour tout vecteur v € V, sous la 


forme 
EP — hop (p) E, (4) 


où Eæ — h, (v) et Ë8 — hR; (v) sont des vecteurs colonnes et ke 5 (p} 
une matrice régulière d'ordre nr. Ces matrices s’appellent matrices de 
passage du fibré vectoriel n; ce sont des fonctions matricielles dé- 
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finies sur les intersections U, $ et caractérisant le fibré. Pour nr — 1 
les fibrés vectoriels sont dits linéaires, le rôle des matrices de passa- 
ge revenant aux fonctions de passage h, 4, qui sont des fonctions dif- 
férentiables et non nulles dans U, 4. 
Un fibré vectoriel dont la fibre 
est de dimension n et la base, une 
variété M de dimension m, est une 
variété de dimension m + n. Les 
coordonnées locales sur un domaine 
U, € M peuvent être (rt, Ea), où 
ze = pa (p) et E=h, (v) PE Us, 
v € V); les relations de voisinage 
sont les applications (@egs; hag) de R° 
domaines de R”*”. 
La notion de fibré vectoriel se 
généralise sans changement aux np 
varietés complexes M et de plus il kg 
est naturel de prendre C* pour | 
fibre. Dans ce cas on peut mettre Fig. 29 
en évidence une classe de fibrés 
holomorphes, i.e. de fibrés dont les matrices de passage sont formées 
par des fonctions holomorphes. Pour les fibrés holomorphes on peut 
envisager des sections holomorphes parallèlement aux sections con- 
tinues et différentiables. 


Exemple 4. Au n° 16 nous avons envisagé une famille LE de droi- 
tes complexes non concourantes dans P*, paramétrisée par les points 


Z d’un plan E = {209 — Zi,» Zo1 — —Z10} de dimension réelle 4 de 
l’espace complexe de Minkowski M°. Cette paramétrisation est réa- 
lisée par la transformation de Penrose p: E — L£ qui aux points 
Z & E associe une droite L € Le. 

Les droites de L£ sont définies par les points w et v (w), où v est 
une antiinvolution et |w, °F + |w, 0. Si l’on renonce à la 
dernière condition, il faut passer de l’espace M° à son compactifié 


M°, où les points sont des 4 X 2-matrices Z. La transformation de 
Penrose sur M° est définie et l’on est conduit à la compactifiée Le 
de la famille LE. La compactifiée Le est la fibration de P* en droites 
complexes de base É; la projection est ici la transformation récipro- 
que de Penrose p-!. Au n° 16 nous avons étudié cette fibration seule- 


ment au-dessus de la partie affine de Ë, mais il est aisé de la décrire 
dans les autres cartes de la variété grassmannienne G (3, 1) qui con- 


tient M°. Le fibré d'espace total Le est un fibré linéaire holomorphe. 


27. Fibrés tangent et cotangent. Nous avons déjà écrit les 
11e 
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équations des plans tangents (réels et complexes) à des sous-variétés 

de C”. Mais il est utile d’exhiber une définition abstraite générale 
d'un espace tangent à une variété. 

Etudions tout d’abord le cas de va- 

riétés réelles W. Fixons un point p € M 

et désignons par 7, l’ensemble des 

œermes des fonctions réelles en ce point 

(i.e. des classes d'équivalence modulo 

la relation: f, — f: si f, =. dans un 

voisinage de p). Désignons par J le seg- 

ment [0, 1] Ret sur l’ensemble des 

chemins  différentiables y: 7—M 

.. d'origine (0) = p considérons la 

Fig. 3U relation d'équivalence : y, = y: si 


d , d F 
Era foy: (t) | —0 — sr Î°Ye (£) |t=0 pour tout 1e Ÿ ps 


désignons par y une classe d'équivalence modulo cette relation. 
Géométriquement on peut représenter y par un vecteur tangent 
(fig. 30), mais il est plus commode de l'identifier à son action sur 
sas germes, i.e. à la dérivée d’un germe suivant y. Ceci nous suggè- 
re la . 


Définition {. On appelle vecteur tangent à une variété M en un point 
p une fonctionnelle v: 7, —+ R dont l’action sur un germfer, 
est définie par 


0 (f= fo y(#) lo pour tout yEv. (1) 


L'ensemble T, (M) de tous les vecteurs tangents à M en p s'appelle 
espace tangent à M en p. 

L'espace T, (M) peut être traité comme un espace vectoriel sur 
KR muni des opérations 


&+w) f =v(f}+w(f, (= vf (2) 
(v, wET (M, fE Fret ER), et tout vecteur v E T} (M) est 
a) linéaire, ie. vw (af + Pg) = a v (f) + Pu(g) pour tous 

a, PER et f, LE Fp; 
b) leibnizien, i.e. v (fg) = v (f) g (p) + f(p)u(g) pour tous 


Î, £EFp- 

En fixant des coordonnées locales x = au voisinage de p € M, 
on peut indiquer des vecteurs spéciaux — tt =1,...,n — 

vV 
— dim M) de l’espace T7, (M) dont l’action sur f € F , est définie 
par 
4) 0 _ 

es Us 1° "low (3) 


(comme précédemment x = œ (p) et rx, sont les coordonnées de 2). 
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Théorème 1. Les vecteurs — (v =1,..., n) forment une base 
de l’espace vectoriel T, (M). 
> a) Tout vecteur v € T, (M) se représente par 


ñn 
6) 
v=0 
où ay sont des constantes. Pour les besoins de la démonstration on 
écrira Do s. lieu de p et on admettra sans perdre en généralité que 


P (Po) = 


Pi le fait que pour toute fonction F différentiable dans la 
boule B = {x € R": |z | <1} il existe des fonctions g différen- 


tiables dans B telles que g, (0) — 3x 


ñn 


F(a—F(0)= À ZE (2). (5) 


En effet, la règle de dérivation des fonctions composées nous donne 


{ n 1 
d F 
F(x)—F(0)= ( FU dt= > z, | ee dt, 
0 


0 vai 
et l’on peut poser 
1 
ôF(tz) jy 
CE 2 | 


0 


8v (x) = 


En appliquant (5) à la fonction F (x) = f ° @-! (x), on obtient 
fogt(@—fept(0)= À zvgs (x) où 


f(p)—f(p)= À 9 (P) 8, ° p(p), (6) 
où g., (0) = "1 (0) = —— (. En vertu des propriétés a) et 


b) d’un ee. tangent, on déduit de (6) que 
v(—v (0) = À (9) 8,(0)+ 2 (po) v (8, + g), 


où v (f (Po)) = 0, puisque le vecteur tangent prend la valeur 0 sur 
une constante. D'autre part. tous les @, (ps) = 0, car (po) — 
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Donc 
n 


0 


v(p= D ve) () (7) 


v=i 


pour tout f € .7 ». On reconnaît (4) avec les constantes a, = v (p.). 
() 


b) Les vecteurs 
dzy 


(v—1, ..., n) sont linéairement indépen- 


dants. En effet, de (3) il résulte que _ (Qu) = 0% (le symbole 
v 
; 5 C Ô s 
de Kronecker). Donc si D. Cv Gr, (f} =0 pour tout fE.f,, en po- 
v=1 
sant, en particulier, f —®,, on trouve quec,=0 (u=1, ...,n). 


Corollaire. dim 7, (M) — dim M. 


On appelle espace cotangent à une variété M en un point p l’es- 
pace Th (M) dual de 7, (M), i.e. l’ensemble de toutes les fonctions 
linéaires sur T , (M). Sur (2) on voit que pour f fixe v (f) est une 
fonction R-linéaire de v. La fonction 


v (f) = df () (8) 


s'appelle différentielle du germe f € .7 ,. L'espace cotangent T> (M) 
est composé de telles différentielles. Dans les nouvelles notations la 
formule (7) devient 


df()= D}, 3 (P) dr, (v). (9) 


v=t 


d’où il ressort que pour des coordonnées locales fixes les fonctions 
dr, (v — 1, ..., nr) forment une base de T5 (M); cette base est 


duale de (3), puisque dx, (=) — Ô,,. Il est évident que 
" 


dim 73 (M) = dim 7, (M). 

Passons maintenant au cas d’une variété complexe W de dimen- 
sion »#. En la traitant comme une variété réelle de dimension 2n 
et en considérant sur elle des germes de fonctions réelles, on peut 
sur l’espace tangent 7, (M) introduire formellement à la place des 


6) _—— nee 
vecteurs —— , ——— leurs combinaisons linéaires 
OZy 0yv 
a 1 ( 9 . à o _1 ( 9 L;_ 2 
0Zy 2 CE 2 dyv ] , dzy 2 Ôzy dy : 
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Tout vecteur v € T, (M) peut alors être mis sous la forme 


n 


væ » (as +8): (10) 


v=i 


où tous les ff, = «,; l'espace T, (M) est de dimension réelle 2n. 

Si sur M on considère les germes de fonctions complexes diffé- 
rentiables f en définissant pour eux les vecteurs tangents à l’aide de 
la même formule (1), au lieu de 7, (M) on obtient un espace vecto- 


riel Z, (M) sur le corps C, de dimension complexe 2n. Les vecteurs 


=) — (v = 1, ..., n) forment une base de &£, (M) et a, 
2, ER 


et f, sont des nombres complexes arbitraires dans la formule (10). 
L'espace £; (M) dual de ?, (M) est composé des fonctions comple- 
xes 


df= Ÿ (5 ds + da ) (11) 


sur £, (M) et sa base dz,, dz, est duale de la base —— ° = : 
Sur une variété complexe M il est plus naturel de considérer les 
germes de fonctions holomorphes f € ©, ; alors une base de l’espace 


tangent que l’on désignera par 7° (M) sera formée par les vecteurs 
—( == 1, ..., n) et une base de l'espace dual (des fonctions 
v 


C-linéaires), par les différentielles dz,. La dimension complexe de 
ces deux espaces est égale à dimc M = n. 

Arrêtons-nous sur le cas où M est une sous-variété réelle de C” 
de dimension m, définie localement dans un voisinage ÜU d'un point 
a par k — 2n — m équations p, (z) — 0, où p, € C' (U) sont des 
fonctions réelles et rang (< ; an }= k (ici —=1,..., k et 

Zu 02, 
v—=1,..., n). L'espace réel tangent à M en a est composé de vecteurs 
v € Ta (M) tels que v (p,) = 0: 


=): v@)=...=v(p)=0} (12 


T, an={v=> (a + + a, 32 
vi 


(les dérivées sont prises au point a). A tout v € T, (M) on associe le 


n 
vecteur u — > a tel que v (®) = 2 Re u (p) pour toute fonc- 


( 
V'iqe, 


v=i 
tion réelle q et en châtiant le langage on comprendra par espace 
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tangent réel l’espace 


Ta(M)={u= Y a: Re t(m)=...—Re u(qx)=0}. (13) 
v=1 

Un vecteur u € T, (M) sera appelé vecteur tangent complexe si le 

vecteur iu € T, (M); dans ce cas on a simultanément Re u (p,) = 0 


et Re iu (p,) = 0, i.e. u (p,) = 0, pu = 1, ..., k. L'ensemble de 
ces vecteurs 
e ô 
Te(W)={u= > Av 3 u(p)= ...=u (px) =0} (14) 
v=i 


est un espace complexe tangent à M au point a. 
En particulier, pour les hypersurfaces réelles S définies locale- 
ment par l’équation œ (z) = 0, où EC? (U) et (pour fixer les idées) 


sa =£ 0, une base de l’espace T£ (S) est formée par les vecteurs 
n 


En effet, il est évident que uw, () = 0 et de plus ces vecteurs sont 
C-linéairement indépendants et ils sont en nombre égal à la dimen- 
sion complexe de 7% (S). 

Jusqu'ici nous avons envisagé des espaces tangent et cotangent à 
une variété M en un point fixe. Passons aux fibrés en nous limitant 
pour fixer les idées aux variétés réelles. 


Définition 2. On appelle fibré tangent t (M) à une variété M le 
fibré vectoriel dont l’espace total est la réunion disjonctive des espa- 
ces tangents aux points p € M 


T(M)= U 7, (M), (16) 
pEeM 


et la projection x: t (M) —— M associe à tout vecteur v € t, (M) 
son point de tangence p; quant aux matrices de passage, on se pro- 
pose de les définir. 

Si pour un atlas {(U,, x*)} sur M, on choisit dans les fibres 


Tp (M), p E U,, une base formée par les vecteurs + {v = 1, ... 
Zz.. 
.., R = dim À), on aura dans les intersections Ur à 


7è B 
LES Îru _à v—=1 n 
œ _—— œ p p) __——— , COCO 
(LE gs = 0x, 0x, 
ou, en écriture matricielle, 
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où d —( d + )'et “A sont des vecteurs colonnes 
92% \oxt *  "" 922 ôx | 


, 978 \ 
(t désigne la transpositon) et &es= (+) est la matrice de Jacobhi 
AZ , 


du changement de coordonnées 1*-—>219. Les matrices Las Sont 
justement les matrices de passage du fibré tangent t(W). 

Les sections du fibré t (M) au-dessus d’un domaine D € M 
s'appellent champs de vecteurs: ce sont des fonctions continues qui 
associent à tout point p € D un vecteur tangent v € t, (M). 

On définit de façon analogue le fibré cotangent t* (M). Ses matri- 
ces de passage dans une base duale sont les transposées des matrices 
de Jacobi ge, Car 


n (e À 


I) 
dre= Ÿ — dr, v=1,...,n. (18) 
u=1 


Les sections différentiables de t* (M) sont des formes différentielles 
de degré 1 qui localement dans un système de coordonnées sur LU, 
n 


s'écrivent © — > f# dr£, où f& sont des fonctions différentiables 


vai 
de pE U,. La condition de différentiabilité des sections dans les 
réunions des voisinages U, non disjoints nous conduit visiblement à 
la règle ordinaire de changement des formes par un changement de 
coordonnées. 


28. Notion de faisceau. Cette notion est une modification algébri- 
que de la notion de revêtement avec des fibres munies d'une struc- 
ture algébrique: de groupe, d’'anneau ou de corps. Considérons 
pour fixer les idées la structure de groupe. 


Définition 1. On dira qu'un faisceau de groupes est défini sur un 
espace topologique M (la base) si est donné un espace topologique 
Ÿ (l'espace du faisceau) et une application localement homéomorphe 
6: Ÿ —+ M (la projection) et de plus chaque fibre #, = ©”! (p), 
p € M, est un groupe muni d'une opération de groupe continue pour 
la topologie de #. La dernière condition se comprend comme suit: 


soient f, £g,hkE#heth = f + g; pour tout voisinage Ü, a # du 


point k il existe sur # des voisinages V, et V, des points f et g qui 
se projettent homéomorphiquement sur un voisinage V, de p € M 


et qui sont tels que pour tout g € Vet fa € Pa N Vs, ga E Pal v, 
la somme f, + g, EU». 


Définition 2. On appelle section du faisceau 6:  — M au-des- 
sus d’un domaine D de { une application continue f: D —+—# 
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telle que la composition © + f est l’application identique dans D. 
L'ensemble de toutes les sections d’un faisceau # au-dessus de D 
sera désigné par le symbole l (D, #) ou simplement par $ (D). 

Les sections existent toujours, puisque les projections sont des 
homéomorphismes locaux dans un voisinage suffisamment petit de 
chaque point p € M. Si deux sections f et g de # (D) sont confon- 
dues en un point quelconque p € D, et l’espace du faisceau, séparé, 
elles le sont identiquement (en effet, l’ensemble £ = {p € D: 
f (p) = g (p)} est fermé dans D en vertu de la continuité de f et de 
g. mais il est ouvert aussi. car f et g sont localement les applications 
réciproques de © ; le domaine D étant connexe, £ est ou bien vide, 
ou bien confondu avec D). Cette propriété combinée à celle de con- 
tinuite des opérations algébriques pour la topologie de # de la dé- 
finition { permet de généraliser les opérations définies sur les fi- 
bres *) aux sections au-dessus de ce domaine. 

Citons quelques exemples. 

1. Un exemple très important de faisceau d’anneaux est le 
faisceau © (M) des germes des fonctions holomorphes sur une variété 
complexe #. L'espace total de ce faisceau est la réunion des germes 


O(M)= U 0». ct) 


la topologie étant définie comme suit: fixons un germe arbitraire 
f, € © (M) et considérons un de ses représentants (VU, f). Pour tout 
point g € l’ désignons par f, le germe de la fonction f au point q 


et comprenons par voisinage du point f, le voisinage U = (J £. 
EU 


q 
On s'assure comme précédemment (cf. par exemple le n° 33 du to- 
me 1) que la topologie définie par ces voisinages est séparée; de 
toute évidence cet espace n’est pas connexe. 

La projection se définit comme une application n: © (M) — M 
qui à tout germe f E ©, associe le point p. Cette application est 
localement homéomorphe en chaque point f € © (M) en vertu du 
choix de la topologie de © (M). Enfin, il est aisé de voir que les 
opérations d’addition et de multiplication des germes sont continues 
pour la topologie de © (M). Les sections du faisceau © (M) au-des- 
sus d’un domaine D de M sont des fonctions holomorphes dans D. 
On désignera l’ensemble de ces fonctions par l (D, ©) ou simplement 
par © (D) si aucune confusion avec le faisceau n’est à craindre. 


*) Soient données deux sections f, g € # (D). Fixons un point pE D et 
cherchons l'élément f (p) + g (p) € #pP. L'application réciproque de la pro- 


jection © dans un voisinage Ü du point f (p) + g (p) est une section de  au- 


dessus de & (Ü) el il est aisé de voir qu'elle se prolonge à la section h € cf (D). 
Posons f -+ g — h; on peut démontrer que cette définition est cohérente, i.e. 
ne dépend pas du choix du point p. 
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En particulier, désignons par À” le faisceau des germes des 
fonctions holomorphes sur l’espace C”. Les composantes connexes 
ouvertes de R” seront visiblement des domaines de Riemann au- 
dessus de C" (cf. n° 22). 

2. On définit de façon analogue le faisceau ,7(r:) (M) des 
(r, s)-formes différentiables sur une variété complexe M. On appelle 
germe d'une telle forme en un point p € M la classe d'équivalence 
modulo la relation w — &’ si les coefficients correspondants de 
ces formes sont confondus dans un voisinage quelconque du point p. 
L'ensemble ce ‘ des germes en p forme un groupe abélien par rap- 
port à l’addition des coefficients des formes. Le faisceau se définit 
comme suit : 


ED CM PE (2) 
pEM 


la topologie et la projection se définissent comme pour le faisceau 


(. Les sections du faisceau 7" (M) au-dessus d'un domaine 
D € M sont des (r, s)-formes à coefficients différentiables dans D. 
Pour r = s — O0 on obtient en particulier le faisceau .7? (M) des 
germes des fonctions différentiables sur M. 

Remarquons que la topologie de l'espace .7!"" ‘ n’est pas séparée 
contrairement à celle de ©. En effet, considérons par exemple une 
fonction f différentiable sur M à support compact et son germe f, 
en un point frontière du support. Le germe f, est distinct du germe 
0, de la fonction identiquement nulle, mais leurs voisinages se ren- 
contrent nécessairement : tout voisinage de f, contient un germe de 
la fonction identiquement nulle. 

3. Les faisceaux constants Z, KR, C. Supposons qu’à chaque point 
p € M est associé un même objet, disons l’anneau Z des entiers. On 
dira que sur M est défini un faisceau constant et on le désignera par 
le même symbole que cet objet (dans notre cas par Z). Les sections 
d'un tel faisceau au-dessus d’un domaine D de M sont des constantes 
(dans notre cas des constantes entières). 

Le faisceau des germes de fonctions holomorphes, de même que 
les autres faisceaux envisagés en analyse, apparaissent naturelle- 
ment lors du passage à la limite à partir des préfaisceaux. 


Définition 3. On dit que sur un espace topologique M est donné 
un préfaisceau de structures algébriques si est donnée une base {VU} 
d'ouverts de M (i.e. tout ouvert de M est la réunion d'ensembles de 
la base), tout ouvert U de la base est muni d’une structure #,: (de 
groupe, d’anneau ou de corps) et à chaque couple VU, V d’ensembles 
de base tel que V & UÙ est associé un homomorphisme 


Pévv: Pr > Pr, (3) 
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et de plus si W« V € U, on a la condition de transitivité 
Ouw — Pvw ° Puv- (4) 


Un exemple classique de préfaisceau d’anneaux est l’ensemble 
des fonctions holomorphes dans des sous-ensembles ouverts d’une 
variété complexe. L’homomorphisme pyy est ici une immersion 
canonique de l’anneau © (QU) dans © (V) qui associe à chaque fonc- 
tion f € © (U) sa restriction f |; à un ensemble V € U. 

Le passage à la limite d’un préfaisceau à un faisceau rappelle dans 
le cas général le passage des fonctions holomorphes à leurs germes 
et la construction du faisceau © (M). Soit donné sur un espace 
topologique M un préfaisceau {#,y} de structures algébriques. Fi- 
xons un point p € M et considérons une base 4, de voisinages du 
point p. On dira que des éléments fy € Su et gr E Py, où LL’, 
V E4L,, sont équivalents en p s'il existe un voisinage We UNI 
du point p tel que 


Puw Cu) = Prw (&v)- (9) 
L'ensemble des classes d'équivalence modulo cette relation s'appelle 
limite directe de {#n} et se note 
UEZ h 


L'ensemble # , hérite naturellement de la structure algébrique des 
#u (cf. définition des opérations sur les germes de fonctions holo- 
morphes dans le n° 29 du tome 1). Montrons maintenant que 


S = | Ÿp (7) 
pEeM 


peut étre traité comme un faisceau sur l’espace M. Pour munir 
# d'une topologie, on remarquera que pour chaque voisinage 
U EL, on peut construire une application py. :#y — #p as- 


sociant à un élément f € #u la classe d'équivalence f, € #, qui 
le contient (il est aisé de voir que p,;. est un homomorphisme des 


structures algébriques étudiées). Pour tout élément f € #, et tout 
voisinage ÜU € AL, définissons maintenant l’ensemble 


Ü, — U pu, Ne à. 
qev 


La collection 4 de ces ensembles (les ensembles définis pour tous les. 
f EP et tous les U € a) peut être prise pour base d’ouverts pour la 
topologie de . Pour s’en persuader il suffit de montrer que pour tous. 


Ü,V € dl sécants et pour tout élément h, € à N Ÿ il existe dans À 


un W, € Ü N Y. Par construction, pEU NAVeth, — Pu, () = 
P 
Pr (g)}, où fE Fret se Fy Se Par définition de- 
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la limite directe, il existe un ouvert We Ù f} V contenant un point 


p et tel que puw (f) = Prw (8); en posant k = pyw(f). on 
obtient un élément de #- et le voisinage cherché sera alors 


Wa, = U, Pur U). 


Entià la projection © : $ — M se définit comme une application 
associant à un élément f € #, le point p. Il est évident que la projec- 
tion est localement homéomorphe et les opérations algébriques, 
continuesYpour la topologie de #. 


Exercices 


1. Construire un atlas différentiable composé de deux cartes sur 
la sphère S" = {rx € R"*!: |z| =1}. Nota: se servir de la pro- 


jection stéréographique 1 +; — a partir des pôles de la sphère. 
n 


2. Soient a!, ..., a° des vecteurs R-linéairement indépendants 


dans C”, et l'un groupe de transformations de la forme : — 3 + 
2n 


+ D N,a*, où N, sont des entiers. On dira que des points 
v=i 


z,z EC, sont équivalents s’il existe un déplacement À ET tel que 
À (z) = 2’. Montrer que l’ensemble C"/T des classes d'équivalence 
modulo cette relation peut être muni d’une structure de variété 
complexe de dimension #7 (C"/T s'appelle tore complexe de 
dimension n). 

3. Montrer que: a) la variété grassmannienne G de tous les plans 
de dimension réelle 2 dans C? = R* passant par l'origine est homéo- 
morphe au produit de deux sphères S® x S?; b)les droites complexes 
de C? qui passent par l’origine forment la sphère = CP! dans G. 


4. Etant donné des (1, O)-formes différentielles © — S ar dZy 
hk—1 


et ©” — D b,dz, telles que les vecteurs a = (a, ..., a,) et 


b.= (b,, ..., b,) soient orthogonaux pour la métrique euclidienne, 
montrer que © À &©” = 0 si seulement w’ = 0 ou w” — 

5. Montrer que les droites complexes de P* associées par la trans- 
formation de Penrose (12) du n° 13 aux points d’un rayon de lumière 
sur M sont contenues dans le plan complexe tangent à N au point 
correspondant à ce rayon. 

6. Montrer que dans la représentation de l’espace complexe de 
Minkowski par la quadrique de Klein (n° 13) le cône de lumière com- 
plexe de sommet Z° se transforme en une surface située à l’intersec- 
tion de la quadrique avec sa tangente complexe au point correspon- 
dant à 2°, les &- et B-plans, en des plans sur la quadrique et un ravon 
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de lumière complexe en une droite complexe. [IN ot a: en vertu de 
la transitivité du groupe F, du n° 13, on peut admettre que 
0° —=0 


7. Par analogie au n° 16 se servir de la méthode de Penrose pour 
construire dans les domaines M. les solutions de l’équation des ondes 


= d?u J?u du 


Tor 33 To Ozx? TE To 0x2 


prolongée à M. 
8. Soient 'UCC'-!' un polydisque de centre ‘0 et U, — {Zn1 < 
< 1}. Montrer que si pour tout ’z Le ‘U une fonction Î EOCU X 
X U,) présente dans U, un seul zéro z, = g (‘z), alors g € © ('U). 
9. a) Montrer que dans C" tout plan complexe de dimension m 
passant par l’origine se transforme par une transformation unitaire 
en un plan de variables (z,, . .., Zm). b) La transformation de 
P” correspondant à une transformation unitaire de C”*° par la trans- 
formation standard p:C''*1/ {0} — P”" s'appelle aussi unitaire. 
Montrer qu'elle conserve la métrique de Fubini—Study et qu'elle 
transforme toute hypersurface de P” en une hypersurface infinie. 
10. Montrer que le revêtement universel d’un domaine 
D = CK{z,, ...,z,}, où tous les z, sont distincts et p>3, est con- 
formément équivalent au disque unité. 
11. Montrer que le revêtement universel du produit € d’ espaces to- 


pologiques M, X M, est homéomorphe au produit M, X M. des 
revêtements universels de ces espaces. 
12. Prouver l’analogue complexe du théorème 4 du n° 17: si 


n:M — M est un revêtement holomorphe et f:D — M une courbe 
holomorphe (une application du domaine plan D dans M), alors / 


se relève en une courbe holomorphe f: D — M et une seule pour 


Î( Co) € M donné. 
13. Soient L,. ..., l, des droites génériques complexes de CP. 
l, une droite complexe passant par les points L, NZ, et L, NE et 


M = CPN U l;. Montrer que: a) le revêtement universel de M 


est biholomorphiquement équivalent à un domaine borné, b) toute 
application holomorphe f :C -> M est constante. 

14. Calculer le groupe fondamental de l’ensemble analytique 
M = {2€ C = e = (z, — a) (2 — b)}.ÎNota. Envisager la pro- 
jection sur la première composante. ] 

15. Montrer que le cône {2° + z4 + z5 — 0} C* se transforme 
par la transformation standard de P° en une droite complexe homéo- 
morphe au tore. 

16. Montrer que la « parabole semi-cubique» {2} — z,} C° 
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est une variété topologique mais pas complexe dans un voisinage de 
l’origine. 

17. Montrer que l'ensemble analytique irréductible M: — 

—= 2% + z2 de C° n’est pas une variété complexe ; plus exactement, il 

n'existe pas d'application injective holomorphe f:B — M NU. 
où B est une boule unité de C° et U un voisinage de 0 dans C*. 

18. Montrer que dans C” un ensemble analytique de dimension 1 
irréductible en O0 peut être défini localement à un changement de 
coordonnées linéaire près par un système d'équations 


œ 
z,= Ÿ QUILUT., Ne; in 
h=—1 


où m est un entier > 0. 

19. (W.Rudin.). Soit f E © (C”) une fonction entière et supposons 
que pour tout point z — (’z,z,) de l’ensemble analytique À — 
— {f(z) =0} on ait l'inégalité |z2, | <c (1 + |’z |”), où c 
et m sont des constantes. Montrer que À est l’ensemble des zéros 
d’un polynôme. [Not a: envisager les intégrales 


_—— Lt 0 
DD | Ps à 
| M=r("2) ° 
oùr(z)=c({+l|l'z{|") et u = 0, 1, 2, ..., et utiliser le pro- 


cédé de démonstration du théorème préparatoire de Weierstrass.] 

20. (V. Lin). Montrer que le fibré de base C, — C\X {0}, de fibre 
E = {{u,v) E C:e* — e° 0} et de projection x (u, v) = e“ — e” 
possède des sections continues mais pas de sections globales holomor- 
phes. [Nota:Siuet vsont holomorphes, l'identité e“{) — eo) = : 
est impossible dans D,, en vertu du théorème de Picard.] 

21. Montrer que si un fibré (X, x7, M) dont la fibre E est de di- 
mension m possède m sections globales linéairement indépendantes 
au-dessus de tout p € M, il est trivial. 

22. Soit M une variété réelle de classe C*“ et de dimension #: 
montrer que le fibré tangent t (M) est une variété de classe C*-! 
et de dimension 2n. 


CHAPITRE III 


PROLONGEMENT ANALYTIQUE 


Tout domaine D de C est naturellement un domaine de définition 
d’une fonction holomorphe: il existe une fonction holomorphe dans 
D qui ne se prolonge pas analytiquement hors du domaine D (cf. 
n° 46, tome 1). A l'inverse, dans l’espace C” (7 >> 1) il existe des 
domaines à l’extérieur desquels toute fonction holomorphe est auto- 
matiquement prolongeable à un domaine plus vaste. Des exemples 
de tels domaines nous sont donnés par les domaines non logarithmi- 
quement convexes de Reinhardt (cf. n° 7). 

Ce chapitre est consacré essentiellement au prolongement analy- 
tique et, en particulier, à la description des domaines de C" qui sont 
des domaines de définition de fonctions holomorphes. L'une des 
principales méthodes de prolongement analytique utilise les repré- 
sentations intégrales des fonctions holomorphes. Commençons par 
ces représentations. 


$ 10. Représentations intégrales 
29. Formules de Martinelli — Bochner et de Leray. Au chapitre I 
nous avons envisagé la formule intégrale de Cauchy 


ee + f (6) dé 
1@)= Gui | 7 (1) 


qui représente des fonctions holomorphes dans un polydisque 
UT —={26€C: 12, | <r,} et one dans U” (ici T — A [2,1] = 
—r,} est le squelette de UT et ——— — RSR T- Cette 
représentation intégrale est très D node mais elle n’est applicable 
qu’à une très étroite classe de domaines (il est évident qu'elle se gé- 
néralise au produit de domaines plans) et ce de façon très spécifique : 
dans la formule (1) l'intégration est étendue non pas à toute la fron- 
tière du polydisque, mais seulement à son squelette, i.e. à une fron- 
tière de Chilov. Nous obtenons des représentations qui sont valables 
pour des domaines bornés à bords différentiables ou différentiables 
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par morceaux, et de plus l'intégration est étendue à la frontiere tout 
entière. 

Pour obtenir la première de ces représentations considérons sur 
C'' une (n—1, n)-forme différentielle à singularité en z — 


de —! v—i:,, _ 

u (2) = >, re de [v] À dz, (2) 
væ=i 

où dz{v] = dz, A ... Adzs Adzv+i À -.. A den _ et, comme 

d'habitude, dz — dz, A ... A ds. Puisque d (2, dz [vl) = dz, À 

Adz{vl =(—1)"-! dz, on a pour : Æ0 


do — 2 El) dz À d:= 


ñn 


=> (re) & Ad:=0 (3) 


væ=i{ 
(on s'est servi du fait que © 2,2, — | z | ?), i.e. cette forme est fermée 
dans C'\X {0}. 
Pour toute sphère S, = {[z|[=r} 


n 


| © = -# | D (—1)v-12, dz[v)A dz, 


S, S, vrai 


et puisque la forme située sous le signe d'intégration au second mem- 
bre ne possède plus de singularité, la formule de Stokes nous donne: 


où B,={1|z|<r} est une boule. Mais si 2, = x, + i dr,+,, 

alors d:, À dz, = 2i dr, À\ dr,+,, de sorte que dz À dz— 

— (2i)" dx*), où dr = dr, À\ ... /\ dron est l'élément de volume 

dans R°" La formule précédente peut donc être mise sous Ja forme 
= An = (2ni)" 

\ O = TER (2i) \ dr= Et (4) 


r r 


*) Pour établir cette formule il faut réaliser les mêmes permutations de 
facteurs dans le premier et le second membre. Signalons encore qu'on admet que 
l'orientation positive de R°7 est celle qui correspond à l’ordre de dz, ... dz, / 
\'dy --. À dy, et dans le n° 19, à l'ordre de dx, À dy, À ... Ë Un 
(y = Zn +) ; Ces orientations sont confondues pour n impair et distinctes pour 
n pair. | 


12—0848 
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(on s’est servi du fait que l'intégrale du second membre est égale à 
Vol B, = x"r°"/n!). 

Soient donnés un domaine borné D & C" à bord 6D différentiable 
par morceaux et une fonction f € © (D) NC (D): supposons que 
0 € D. D'après une formule classique, aux points z € D X{0}on a 
d (fo) = df À w + f do. Mais df À w = 0, car en vertu de l’holo- 
morphie de f la différentielle df ne s'exprime qu’en fonction des dif- 
férentielles dz, et w contient le produit de toutes ces différentielles ; 
quant au deuxième terme f do, il est nul en vertu de (3). La forme fw 
est donc fermée dans D {0} et d’après le théorème de Stokes l’inté- 
grale de cette forme sur 0D est égale à l’intégrale sur une sphère S, 
de rayon assez petit. En se servant encore de la continuité de la fonc- 
tion et de la formule (4), on trouve que 


| = \ fo = f(0) + a (r), 


oD 


S, 


où a (r) — 0 avec r. Le premier membre ne dépendant que de 7, 
on a «a (r) = 0 et par suite 


(r— 1)! 
FO= SEE | fo. (5) 
ôD 
Reste à prendre un point arbitraire z € D à la place de O, à dési- 
gner le point d'intégration par & et à remplacer w (z) par une forme dif- 
férant de © (& — z) d’un facteur seulement : la forme de Martinelli — 
Bochner 


ous (2) = SE ù ÈS hi Adt. (6) 


La formule (5) nous a alors au résultat suivant : 


1 


Théorème 1. Pour tout domaine borné DE C” à bord 0D différen- 
tiable par morceaux et toute fonction jf € O (D) NC (D) on a en tout 
point :€D 

f(2)= | 5 (Own (E— 5) (7) 
ôD 
(la formule intégrale de Martinelli — Bochner e 
pour #7 = 1, de sorte 


À noter que omp(È— D = d=T— 
que la formule de Martinelli — Bochner se ne en la formule 
intégrale de Cauchy. Ce qui l’apparente à cette dernière, c'est que 


*) Cette formule a été acquise par des méthodes différentes par E. Marti- 
nelli en 1938 et S. Bochner en 1943. 
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l'intégrale (7) est nulle à l'extérieur de D pour les fonctions 
feO (D) NC (D): ceci résulte du théorème de Stokes, car pour 


z E C'ND la forme wmp (6 — z) est fermée et régulière dans D. 
En particulier, en posant f (z) = 1, on trouve que 


| ous (G—2)= 2 (2), (8) 
oD 
où % est la fonction caractéristique de D (4 = 1 pour z € D et 


4 = 0 pour z@ D). Mais contrairement au noyau de Cauchy, celui 
de Martinelli — Bochner ne dépend pas holomorphiquement du pa- 
ramètre z pour nr >> 1. 


%æ Montrer que 


1) pour n > À 
n—1)! Ce : Ôg 5 
ous (E—2)= D (DE GE dE IT A de, 
où g(z, &) = —1/(n — 1) | — z]*"-Ù dépend harmoniquement de 
z pour z # €. 


2) L'intégrale de Martinelli — Bochner avec une fonction f 


continue sur 0D est une fonction harmonique dez à l’extérieur 
de 0D. 


3) Pour toute fonction f € C! (D) on a la généralisation suivante 
de la formule de Cauchy — Green du n° 19 du tome 1: 


1)= ( 1@ ous Gr) GEL ( E—3) LA à 


— nr 
oD 2D 6, 16 


Signalons enfin que la différentielle de la forme wo possède 
les propriétés de la fonction 6. En effet, do (z) + 0 pour z 
eten appliquant le théorème de Stokes formellement à (8) avec un 
domaine arbitraire D 5 0, on obtient 


[o=( do=1, 


(119) D 


où D peut être remplacé par C”, car do = 0 pour z + 0. La formule 
de Martinelli — Bochner peut aussi pour z — 0 être mise formelle- 
ment sous la forme 


f(0)= \ à (o)= | fav 
D c* 


(on s’est servi du fait que d (fo) = fdw, puisque f est holomorphe). 
Donc la formule de Martinelli — Bochner exprime la propriété géné- 


12* 
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ratrice classique de la fonction 6 *); pour z = 1 ceci ne concerne pas 
la formule intégrale de Cauchy. 


Passons maintenant à la déduction d’une formule intégrale plus 
générale établie en 1956 par J. Leray et appelée par lui formule de 
Cauchy — Fantapier. Considérons à cet effet les formes 


B(u)= À (— 1991 & du(v} 


(n— 1)! 6(w) À d ve 
n — ww = 
(2 (z, w) = (2xi)" (z, w)" ? 
où dw [v] = du, À ... À dw,_, À dés À... À dm, 
dz = dz, VA e + Â\ dzh et 
, w)= D zw,=(z, w). (10) 
v=i 


Pour © = z la forme © est confondue de toute évidence avec celle 


de Martinelli — Bochner: Q (z, z) — our (z). Cette forme pré- 
sente une singularité sur le cône Q, = {(z, w) E C*": (z, w) = 0} 
et elle est fermée pour tout point de C*"XQ@,, car 


(2ni)" (3, wy" 


dQ = =! {n AIME re >, zu, dw À dz} = (0. 
Vus 


On vérifie directement que 6 (w) =wid (5 ] \---\d =) et, 
d'une façon générale, que 


ô(u)=(—1)"-t ua (FE) À. 
A A(SES) A4 (SE) A ASE). 


et puisque (z, w)" = uw (z, wiw,)", la forme Q@ dépend effectivement 
non pas de w mais du rapport de w à une coordonnée de ce vecteur, 
i.e. est constante sur les droites complexes de C”(w) passant par l'ori- 
gine. 

Supposons que f et D sont les mêmes que plus haut. Si 0 € D, 
la formule de Martinelli—_Bochner nous donne 


f(0)=\ F0, 2. (11) 

ôD 
On peut admettre qu'ici la forme f (2) Q (z, w) est intégrée sur un 
{2n—1}-cycle y, = {(z, w) € C°":z € 0D, w = :} ne rencontrant pasle 


*) Si = est arbitraire, on remplace w (z) par w (6 — 3). 
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cône @o, car (2,2) = |2:1° 0 pour z € 8D. Notre conclusion *) 
se base sur le fait que dans cette formule on peut remplacer y, 
par un autre cycle y, = {(z, w) E C":z € 0D,w =Xt(z)}, où 
À :0D —+ C" est une fonction vectorielle différentiable telle que 
(z, A (z)) 0 pour z € 9D (i.e. y, ne rencontre pas Q)). 

Pour prouver cette assertion on se servira tout d’abord du carac- 
tère, signalé plus haut. de la dépendance de la forme Q par rapport à 
w en vertu duquel on peut. sans modifier la valeur de l'intégrale, 
remplacer les cycles +, et y, respectivement par les cycles 
y = {2E0D,w=2/ |2|°} et y, — {2E0D, w—=X(z)/(z, À (z))} 
situés sur la quadrique @, = {(z, w) E C?": (z, w) = 1}. Sur les 
cycles y, et y; sous-tendons une membrane de dimension 2n 

a ‘ 2 «y pp — À) =— ts 
= {(:, w, DEC": (0, fret + (1 —t) +) 
pour tout point de laquelle (z, w) = 1, de sorte que 6 € Q, et donc 
ne contient pas de singularités de la forme Q ; la frontière orientée 
de cette membrane est y; — y,. D’après la formule de Stokes 


Ü f0—( je a(e)=0, 


v, Vo (04 


car d (fQ) = df À Q + f dO — 0 sur o, puisque QG est fermée à 
l'extérieur de Q@,, df s'exprime uniquement à l’aide des différentiel- 
les ds, et Q contient leur produit. Donc dans la formule (11) écrite 
sous la forme 


f(0)= | FG)Q(, w), 
Vo 


le cycle y, peut être remplacé par y, ou y, et on trouve que 


fO=\ FER, 2). (12) 
6D 
En modifiant les notations comme pour la déduction de la formule 
de Martinelli — Bochner, on obtient le résultat suivant. 


Théorème 2. Pour tout domaine borné D € C" à bord différentiable 


par morceaux et toute fonction f € © (D) NC (D), on a la formule de 
Leray 


Ne = 9 — (e—1)! 6 (A (0) A dé | 
LOS] 1086: 10) Gp VO (9 


*) Cette conclusion nous a été communiquée par G. Henkine. 
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tabs 


à À est une fonction vectorielle différentiable sur 9D telle que {Ü — 2, 
À (D) 0 pour tout z2E€ D et à € 0D. 


La possibilité de choisir cette fonction de plusieurs façons — 
elle peut dépendre aussi du point z — confère à la formule de Leray 
un caractère particulièrement général. En principe, cette formule 
contient les représentations intégrales des fonctions holomorphes les 
plus fréquemment utilisées. 

Considérons quelques exemples. 

1. a la boule B" = {2€ C":[z|<1} on peut prendre 
À () = €, car (È — 2. D'=lLl?t— 6, t)=1—(z D) Æ0 
pour z€B" et CE 0B" (d'après l'inégalité de Schwarz |(z, C)|< 
<Iz:[|[ = |31<1). La formule de Leray devient 


= CN 5 © A dé 
Î (2) LE (27i)" ( J (©) {1—(z, t)}" , (14) 
oB" 


2. Supposons que le domaine D = { z € C”: p (2) < 0}, 
pEC!(D) et Vol #0. est tel qu’en chaque point LE D 
le plan complexe tangent T£ (D) est situé à l'extérieur de D : cette 
condition est en particulier sabistaite par tous les domaines convexes 
à bord différentiable. On peut prendre ici À (€) — V:, car la quan- 
tité (Ë—7z, Vrp)=—(2— 6, V:p) s’annule uniquement sur 
T£ (9D) (cf. n° 17) et par suite est différente de zéro pour tout z € D 
et CE OD. 

à 


Si l’on désigne = 9 alors À=(m,, ..., p,) et la formule 


(9) nous donne 


S(A=S (—1) tp; dlil, 
j=1 
et puisque dé contient le produit de toutes les différentielles d£é,, 


on peut remplacer toutes les d, par 0, dans le produit 6 (À) À dé. 
Or, d’après les propriétés de la multiplication extérieure, 


(c) cs. e Dinge Piéton. « T 


0 Ë .._. 9 Cv—1 Cvete e..) Qn 


donc dans le produit à (À) /\ d£ le coefficient de d à [v] A dé est égal à 


n 
D, — > (— 13771 Œj LACIC @ ess Pj-1s Pis: +11 Pn) L 


j= 1 9 (2 Det Cv=-1 Cy+ls ss on) 
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Cette expression peut visiblement être écrite sous la forme du déter- 
minant 


®: “d TA 
01 | 0Pn 
D (15) 
di OPn 
(US dGn 


privé de la ligne contenant les dérivées par rapport à &.. 

Donc pour les domaines de cette nature (et, en particulier, pour 
les domaines convexes) la formule de Leray peut être mise sous la 
forme 


=) Er D Odbiv] A dt (16) 

oD v=1 
Une particularité utile de cette formule est la dépendance holomor- 
phe de son noyau par rapport au paramètre z, ce qui n'est pas le cas 


de la formule de Martinelli—-Bochner *). 


% Montrer que les domaines convexes bornés D = {z € C": 
p(z) <0} sont justiciables de la formule de Leray—Green qui dif- 
fère de la formule (16) par la présence au second membre du terme 


CES pvp LEA 


30. Formule de Weil. Nous allons exhiber une formule à noyau 
dépendant holomorphiquement d’un paramètre qui est valable pour 
une classe spéciale de domaines. 


Définition 1. Soient donnés un domaine D C”, un nombre fini 
de fonctions W, € ‘9 (D) et de domaines D, E W, (D), i =1, ... 
..., N. On dira d'un ensemble 


N—{ED:W,(dED, i=1,..., N}, (1) 


qu'il est polyédrique s'il est compact dans D. 

Un tel ensemble n’est pas nécessairement connexe :un ensemble 
connexe (1) sera appelé domaine polyédrique. On étudie souvent les 
cas où tous les domaines D sont des disques ; l’ensemble 


H={ED:|IW,()|<r, i=1,..., N} (2) 


*) Signalons que le noyau de la formule (13) dépendra holomorphiquement 
de : chaque fois que la fonction vectorielle À ne dépendra pas de zou en dépendra 
holomorphiquement. 
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correspondant sera appelé polyèdre analytique. Si les fonctions W,; 
sont toutes des polynômes, l’ensemble (2) s'appelle polyèdre polyno- 
mil. Dans le cas particulier où N = net tous les W, (:) = z,, le 
domaine polyédrique IT est polycirculaire et le polyèdre est un 
polvdisque. 


Définition 2. Un ensemble polyédrique (1) s’appelle ensemble de 
Weil si N>n et 
1) toutes ses faces 


= {2ED:W;(:)E0D;, W,()ED ,jÆi)} (3) 


sont des variétés de dimension ?2r — 1; 
2) l'intersection de k faces distinctes (CE: <r n) — une arête 
de l’ensemble de Weil — a une dimension < 2r — k. 
L'ensemble des arêtes de dimension # 


Gissts mou N\. Se N in (4) 


d’un ensemble de Weil s’appelle squelette de cet ensemble. Les en- 
sembles connexes de Weil s'appellent domaines de Weil. 

Pour obtenir la représentation intégrale des fonctions holomor- 
phes dans des domaines de Weil nous aurons besoin d’une décomposi- 
tion spéciale des fonctions W, définissant ces domaines. Cette deé- 
composition est garantie par le 


Théorème de Hefer. Pour toute fonction W, € O (D), où D est 


ur domaine d'holomorphie dans C", il existe n fonctions P} (t&,2)€ 
EO(D X D)(v=1,..., n) telles que pour tous points &, zE D 
on a l'identité 


W:@—W;( )= À Ù (Es — 24) Pi(&, 5). (9) 


Le théorème de Hefer n’est pas élémentaire *) dans le cas général ; 
sa démonstration sera produite au n° 50. On se bornera à remarquer 
que pour les polynômes l'identité (5) s'obtient par un simple regrou- 
pement du développement taylorien de W, en z, et de plus les coef- 
ficients de Hefer P sont aussi des polynômes. 


Théorème 1. (A. Weil). Soit IT ur domaine de Weil (1) défini 
par des domaines D, à bords différentiables. Alors toute fonction 


*) Le théorème de Hefer a été prouvé en 1942. La formule de Weil (6) est 
citée dans l’un de ses travaux de 1935 
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© (IH) NC (N) peut être en tout point zETI représentée par la formule 


; L 
1) = Gi > | 
ein Gi. LE (Pi, D —Wi, E)) 
Pi... PA 
use .[db, (6) 
Pr... Pr 


où la sommation est étendue à tous les ensembles ordonnés d'indices 
AL <...<i SL N) définissant les arêtes du squelette du do- 


maine, P4 Shi les coefficients de Hefer de W, et dd =dé A .. 
. À dEn ; Les arêtes sont orientées par la condition que tous les 6D, £ 
sont parcourus dans le sens positif. 


Si II est un domaine polycirculaire (N—7, W;—2;, i—A, ... 
..., N), son squelette T est constitué d’une seule arête o,., 
(et coïncide avec un squelette au sens du n°2) et la somme de (6) 


comprend un seul terme. Dans ce cas les coefficients de Hefer P5 sont. 
égaux à À si i = v et à 0 sinon, et la formule (6) devient 


C) dû 
f (z) = TT ( RS (7) 
r [L y —2) 


Donc la formule de Weil généralise la formule intégrale de Cau- 
chy pour les domaines polycirculaires au cas de domaines de Weil. 
Comme la formule de Cauchy, elle possède un noyau holomorphe par 
rapport aux variables & et z. Pour simplifier les calculs formels nous 
produirons la démonstration du théorème de Weil pour rz = 2 et 


fEO (I) *). 


> On partira de la formule de Martinelli — Bochner qui, dans 
le cas de domaines de Weil de C*, s'écrit 


N A 
1 — 21) da — (La — 22) dû - à 
fU)= gr D | FO Me Re A dt, (8) 

1—=1 4 

où 0, est une face de II. Le principe de la démonstration de la formu- 
le de Weil est le suivant: on essaye d'appliquer la formule de Sto- 
kes à (8) de sorte à faire disparaître les différentielles non holomor- 
phes d£, et d’étendre l'intégration aux arêtes du squelette 0;,;; 
on verra que cette procédure fait disparaître la non-holomorphie 


*) Voir la déduction complète dans l’ouvrage de V. Vladimirov Les fonc- 
tions de plusieurs variables complexes, Dunod, 1967. 
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du noyait (les variables &, — z, et | à — z | ). La décomposition de 
Hefer (5) joue un rôle essentiel dans cette transformation. 

Remarquons tout d’abord que la forme o (6, z) située sous le 
signe d'intégration (8) est exacte: c'est la différentielle de l’une 
quelconque des N formes suivantes: 


PP. : 
MEME LE © 


Assurons-nous-en par un calcul direct en supposant pour simplifier 
que & —= 0 et W,; — W, (6) —— W, (0) : 


1 Ali + Le de pif 
dû=-— {SRE (pie, — Pi) + 


+ (Pi dE — Pi dt} À di = 
= {—G dés + de d£2) (Pita — Pit) + 
+ (bi Et) (Pi d lÉ— P; d61)} A dt = 
= 7er Qi dE — Es dE) (LsPÉ + EePE) A dE = 


"770 (1 dE — Le dE) À dé, 


Q, (4, =— 


c.q.f.d. 


Remarquons encore que pour z € IT et & € o, seule la différence 
W;:(9 —W, (cest Æ0 (car W;(t) € 9D,, W,(z)E D,) et toutes 
les autres différences sont nulles en certains points. Donc pour 
zE€ IT, GE o,, la seule forme non singulière est la forme Q,, et en 
étendant l'intégration à la face o0,, on ne peut appliquer la formule 
de Stokes que de la manière suivante: 

ViOot = (aronue »=X (O8 2 

0; 0} a Oij 
{on s’est servi du fait que la fonction holomorphe f peut être entrée 
sous le signe de la différentielle de la forme @;,). Si l’on ajoute ces 
intégrales comme l’implique la formule (8), chaque arête 0o;; 
interviendra deux fois avec des orientations contraires. On aura donc 


N N 
Z\rO0t, 2= 3 (OR, 2-09, 2}, 


îi= 1 ©} 4, j=10;; 


où la sommation est étendue à tous les couples d'indices (<< i < 
<j< N). 
Reste à remarquer que les parties non analytiques des noyaux (9) 
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se simplifient par soustraction: 

t pi 
P, P, 
P? Pl? 
(on s’est encore servi des simplifications introduites plus haut dans 


les notations et de la décomposition de Hefer). On est donc conduit à 
la formule 


f()= 


+ 
» 


_ 4  (Ihil®+ il pipi j pi LA 
Q@;  - Q;=— HE WW; (P,P,— P;P,) dé — vw) 


Pi Pi 
pi pilé (0) 


N 
SR 
Qui + Ua O—Wi ()}EW; D)—W;(2)} 
16 .9—1 Gi; 
qui est confondue avec la formule de Weil pour nr = 2. 4 


Remarque. Un ensemble de Weil (1) non connexe se décompose en 
un nombre au plus dénombrable de composantes connexes (des do- 
maines de Weil). Le théorème 1 reste visiblement en vigueur dans le 
cas où IT est un ensemble de Weïl non connexe. Ceci étant, pour les 
z appartenant à une composante quelconque, dans la formule de 
Weil (6) seule est non nulle l’intégrale étendue au squelette de cette 
composante. Ceci résulte du fait que l'intégrale de Martinelli — 
Bochner d’où l’on a déduit l'intégrale de Weil est nulle à l'extérieur 
du domaine. 


L'holomorphie du noyau de la formule de Weil est utilisée par 
exemple dans les problèmes d'approximation par des fonctions holo- 
morphes d'une certaine classe.Citons les principaux faits relatifs à 
cette question. 


Théorème 2. Toute fonction f € © (Il) N\ C (I), où II est un poly- 
êdre analytique (2), peut être développée dans I1 par la série 
fG@)= 2 SAW (2, (11) 
IR|-:0 (1) 
où kh —(k,. ...,k,) et i = (i,, . .., i,) sont des indices vectoriels, 
[W; (2) =(W;, (2)... .[W, (z)l'r, la sommation intérieure est 
étendue aux ensembles ordonnés 1<i, <...<i,< N et les coefjfi- 
cients sont définis par les formules 
__ ( f (&) 
M PAC) ROME ERE L 270) 


X|+-.-... dû. (12) 
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La série (11) converge uniformément sur tout sous-ensemble compact 
du polyèdre TI. 

> Le développement (11) se déduit de la formule de Weil exacte- 
ment comme le développement de Taylor de la formule intégrale de 
Cauchy. Pour tout point z € IT et tout point & du squellette de IT, 
on peut écrire le développement sous la forme d’une progression géo- 
métrique : 


Î 


ñn 
ALAN) 
væi 


UAAC) EC NOIR _S TAC 


. rs h,=0 [Wi, Qi? 


PLAN) ES — LS 
Pour zEII fixe ce développement converge uniformément en à 
sur O,,...1, et en portant dans la formule de Weil (6), on obtient le dé- 
veloppement (11) avec les coefficients (12). 

La convergence uniforme de la série (11) sur des sous-ensembles 
compacts de II se prouve de la façon habituelle. 


Corollaire 1. Toute fonction f holomorphe dans un polyedre analy- 
tique II peut être approchée d'aussi près que l’on veut sur tout ensemble 
K € II par des fonctions holomorphes dans le domaine D qui intervient 
dans la définition de II. 

En bref ce corollaire peut être formulé comme suit : La famille des 
fonctions © (D) est dense dans la famille © (IN). 


> Les sommes partielles de la série (11) appartiennent visible- 
ment à © (D): elles approchent les fonctions f € © (I). Pour se 


dédouaner de la condition de continuité de f sur II il faut remplacer 
IT par le polvèdre Il = {2€ :|[W;(:)| ri}, où tous les 
ri; < r;, mais sont assez voisins de r, (à est un indice scalaire). 


En particulier, lorsque IT est un polyèdre polynomial (i.e. toutes 
les fonctions W, sont des polynômes), les sommes partielles de la sé- 
rie (11) sont des polynômes. On obtient le 


Corollaire 2. Toute fonction jf holomorphe dans un polyèdre poly- 
nomial II peut être approchée d'aussi près que l’on veut par des polyné- 
mes sur tout sous-ensemble K € Ti. 


Les domaines de C" sur les sous-ensembles compacts desquels tou- 
te fonction holomorphe s'approche d'aussi près que l’on veut par des 
polynômes s'appellent domaines de Runge (cî. théorème de Runge au 
n° 23 du tome 1). Le corollaire 2 peut être formulé comme suit : fout 
polyèdre polynomial est un domaine de Runge. 
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S 11. Théorème de prolongement 


Considérons quelques théorèmes sur le prolongement holomorphe 
des fonctions, spécifiques au cas multidimensionnel. 


31. Prolongement à partir de la frontière. Le premier de ces 
théorèmes affirme que dans C”, r >> 1. toute fonction holomorphe 
dans un certain sens sur la frontière d’un domaine se prolonge né- 
cessairement de façon holomorphe au domaine tout entier. On dit 
qu'une fonction est holomorphe sur la frontière si elle y vérifie les 
équations de Cauchy — Riemann tangentielles. Appesantissons-nous 
sur ces équations qui commencent à jouer un grand rôle en analyse et 
ses applications. 

Considérons dans C” une hypersurface réelle S définie dans un voi- 
sinage U = S par l'équation @ (:) = 0, où pEC!(U) et Vo 0 
dans U. Soit donnée dans U une fonction complexe f de classe C1. 

7i 
Décomposons sa différentielle df — > 2 di, en un point CES 
v=t 
en deux composantes dont l'une, Oxf = Ad (À € C), est dirigée sui- 
vant la normale complexe à $ en ce point et l’autre, Orf = ôf — 


» 


— ônf, suivant une direction orthogonale à cette normale *). Les 
composantes ônf et ôrfs ‘appellent respectivement composantes normale 


et tangentielle de ôf et l'opérateur 6 0, l'opérateur de Cauchy —Riemann 
tangentiel. Cet opérateur a été introduit par J. Kohn en 1964. 


Définition. Soient $S une hypersurface réelle dans C” et U un 
voisinage de $ tels que ceux décrits plus haut. On dit qu’une fonction 
f € C! (U) satisfait sur S aux conditions de Cauchy — Riemann tan- 
gentielles ou, plus brièvement, est une CR-fonction sur S si en tout 
point LES on a 


ôvf = 0. (1) 


Prouvons la cohérence de cette définition en ce sens que l'opéra- 
teur tangent 0- de la fonction f n’est défini que par les valeurs de f 
sur S et ne dépend pas du procédé de C-prolongement dans U. Pour 
établir ce fait nous aurons besoin du lemme suivant qui est identique 
au théorème de division de Weierstrass: 


*) Rappelons (cf. n°17) que la normale complexe n: (S) se définit comme la 
droite complexe {z — & = 2V:p, À EC}; quant aux directions C-orthogonales 
à cette droite, elles forment un plan complexe tangent Ty = {(2— 06, V:p) = 


= 0}; on identifie ici les convecteurs > a, d:, aux su a = (a). 
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Lemme. Si une fonction q est de classe C*, k=>1, dans un domaine 

Uc R"'et vy =(52, Re +) Æ 0, alors pour toute fonction 

€ C* (U) admettant les mêmes zéros que ®, il existe une jonction 
hk € C*-1 (U) telle que 1 (x) = h (x) (x) pour tout x € U. 


» Cette assertion étant locale, on peut admettre que Ü est un 
voisinage convexe arbitrairement petit du point 0 € S. Puisque 
Vo = 0 dans Ü, on peut y admettre sans perdre en généralité que 


Se 0 et l’équation @ (x) — 0 admet une solution de la forme 
n 

In = Pi (x), où ‘x = (x, ..., x, _). Par le changement homéo- 
morphe des variables ‘x —+ ‘x, x, —zx, — @ (‘’x) de classe C* on se 
ramène au cas où @({x) = x, et la fonction Ÿ € C* (U) est telle que 
4 (z, 0) = 0. 


Sur la relation évidente 


1 
po=z | x, tas) dt 
0 


qui est valable pour tout x € LU, on voit que pour jonction À on peut 
prendre l'intégrale figurant dans cette relation : cette intégrale est 
manifestement de classe C*-1(U) *). 4 

Soient F et G deux C!-prolongements dans U d’une fonction f 
définie sur $. Puisque F — G = 0 sur S, on a, d’après le lemme, 
F — G = hœ, où h E C9 (U). Sur S on a alors **) 


0F — 9G = how, 


et puisque kôy est dirigée par la normale complexe à $, on a 0rF — 
— 0rG = 0. Donc ÔrF = 0rG sur S, ce qui prouve que dr est 
indépendant du prolongement de f en dehors de $. 

Dans les applications il est commode de se servir des differentes 
formes des conditions de Cauchy — Riemann tangentielles. Citons 
quelques-unes d'entre elles. 


Théorème 1. Les conditions de Cauchy — Riemann tangentielles 
(1) sont équivalentes à chacune des relations suivantes: en tout point 


Les 


*) 11 est évident que h (x) = v% (x)/p (x) E CÀ partout où (x) Æ 0; 
l'exemple des fonctions @ (x) = zh, % (x) = z, + x£ sin (4/z,) montre que 
nn de différentiabilité de h peut baisser d'une unité sur l'ensemble {œp (x) = 
*+) Ceci résulte non pas de la formule de dérivation d’un produit (elle ne 
passe pas ici, car seule h € C?), mais directement de la définition des dérivées 
partielles de kg sur S. 
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a) of A 0 = 0, | 
b) L= O pour toute direction complere tangente uETY(S), 
(73 


c) df À dz = 0, où dz, À ... /\ dz,. 


> De (1) il résulte que ôf = \d®, et alors on a la relation a), 
puisque Àdp À 0 = 0. Réciproquement, si a) est réalisée, alors 


pour tous u, v = 1, ..., x et par suite 0f — Àdp avec un certain 
à E C, i.e. on a (1). | 

Pour prouver les autres équivalences, on conviendra que & = (0. 
Si l’on choisit les coordonnées de telle sorte que TC (S) — {z, = 0}, 


la composante normale ONf — — dz, et la composante tangentielle 


Zn 
n— {1 j 
nn 0 — 
0rf= >, —- dz,. (2) 
02 
| 
0 2 
Les vecteurs nue formant une base dans Z€(S), l’équa- 
“1 #n—1 | 


tion (1) équivaut, compte tenu de (2), au système 


ELLE 6 v={, Lune n — À, (3) 


A2 
et ce système, à la condition b). 

Si, enfin, on choisit les coordonnées de telle sorte que le plan réel 
tangent 7, (S) = {Im z, = 0}, on y aura alors dz, — dz,- Comme 
toujours TC (S) — {z, — 0}, si bien que ©rf s'exprime par la formu- 
le (2). Puisque dz est le produit de tous les dz,, dans la condition 
c) on peut remplacer la forme df, par df, et de plus en vertu de la 
relation dz, — dz,, le dernier terme de l'expression de df, i.e. 0,f, 
peut être négligé: 


n—1 
SD Ù gz,Adz, A... Adzn = 0. 
— 02y 


Cette égalité est équivalente au système (3), i.e. à la condition b), 
puisque les différentielles dz,, dz, ,, dz,, . . ., dz, sont indépen- 
dantes sur T, (S). « 


La forme b) se prète bien aux applications. Si une hypersurface S 
est définie par l'équation œ (z) — 0, aux points de S en lesquels 
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_=£O0 les vecteurs 


=n 


__ôg à ôp à _ : 
ou ee ont) AE À s 


forment une base dans le plan complexe tangent (cf. n° 27), donc dans 
ce cas les conditions de Cauchy—Riemann tangentielles s’écrivent 
sur S : 


B, (= ET HE 0, v=1,...,n—1. (5) 


Exemples. 
1. Pour la sphère {2€ C":1z1—=1}, la fonction (2) = 
= ù 2,2, —1, donc aux points où z, #0, les équations de Cauchy— 
Riemann tangentielles sont de la forme 


of of 


= — 2, 
02y À 


2. Pour la sphère de Poincaré {2€ C":y, = l’z|?} (cf. exercice 
n—1 


, V=i,...,n—1. 


Lad 
on - 
2 


n 


18 du chap. Ï) la fonction pa= te À z,2, donc en tous 


væi 
ses points les conditions de Cauchy —Riemann tangentielles s'écri- 
vent 


: Ô 
—— = 2iz, 1 , V=i,...,n—1 
Signalons particulièrement le cas nr = 2; si l’on pose z, = z 
et z, = t + it, l’équation de la sphère devient t = | z | *. La valeur 


de test définie par celle de z, de sorte que zet t seront les coordonnées 
indépendantes sur la sphère. Comme 


Ô 1 0 . 9 
= (354). 


92 
| ô 1 à _— 
et que T—=const pour z,—z fixe, on a ——-—— et l’unique 
équation “de Cauchy —Riemann tangentielle est de la forme 
ot _,, of 
& À 


On reconnaît l'équation de Lévi (1956) qui est classique en théorie 
des équations à dérivées partielles. 


Pour r = 1 il n’existe pas de directions tangentielles complexes 
et la notion d'équations de Cauchy — Riemann tangentielles n’a 
plus de sens. Donc le théorème suivant qui fait l’objet de ce numéro 
est spécifique à la dimension » > 1. Il a été prouvé en 1943 indépen- 
damment par S. Bochner et F. Severi. 
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Théorème 2. Soit donné dans C", n > 1, un domaine borné D à 
bord S = 0D différentiable et à complémentaire connexe. Si une fonc- 
tion f E C' (S) satisfait en tout point de S à l'équation de Cauchy — 
Riemann tangentielle, on peut la prolonger dans D en une fonction ho- 
lomorphe dans D et continue dans D. 


D Sous les conditions posées ce prolongement est réalisé par 
l'intégrale de Martinelli — Bochner: 


F()= | f Oum —5), (6) 
S 


qui est complètement définie par les valeurs de f données sur S. 
Pour prouver ceci nous aurons besoin encore de quelques propriétés 
de la forme ms. 

Remarquons tout d’abord que pour z fixe et un & tel que &, 
= 2, la forme op (È — z) est une forme différentielle (par rap- 
port à Ü) 


Q, Ga) = GED 3 ES dE, vIAdE, (7 


où dé [1, v] — ds Muse dés /\ d'év+i À -.. A dé». Ceci 
se vérifie par un calcul immédiat *). 

La forme S, présente une singularité en tout point du plan com- 
plexe &, = z, contrairement à sa dérivée partielle par rapport au 


paramètre z, qui n’en se qu'une au point Ë = z: 


Q1 (T—:2 n — = FF Fr 
90, &—5) = 3: ( es (E,—2,) défi, vlAdé. 


021 


Enfin, puisque la ee f satisfait sur S à l’équation de Cau- 
chy — Riemann tangentielle qui peut être écrite sous la forme c) 


*) Effectuons ce calcul en admettant pour simplifier que = = 0: 


1)! 1-1 _ 
dQ; (0) = ee 5 — EvdG [1] 


ER Lt LS _— n—1 ; = 
UTILE ù (— HEALA LEv 13 + rer ) 4% A aË2, vlA 


—1)1 AL: 
page ù or E dE (91 À dt = vor 


13—0848 
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du théorème 1 (i.e. df À\ dé = 0) et que la forme Q, contient le fac- 
teur d&. on a df À Q, = 0 sur S pour &, = 3,. Donc pour £ES 
et üÆ2z 
d'FCO QE — 2)) = f (9 dQ, (È — 2) = f (5) ous (E — 2), (6) 
et pour CES, Hz 
001 (GC —: d _ 
a (F@) ÉE) = jo ER (9) 
(la différentielle est prise rapport aux variables & et la dérivée 


vartielle par rapport à z, commute avec elle). 

Passons directement à la démonstration. 

a) La fonction définie par l'intégrale (6) est holomorphe à l’ex- 
térieur de S. En effet, si z € S, la formule (9) est valable et 


Le Er “op (a(r@ AE 2 )=0 
S 1 


d'apres la ai de Stokes, puisque 0$S — 0 (9$ est un cycle). 
Considérons maintenant les autres variables 2,, . . ., z,, construi- 


sons les formes respectives Q@,, ..., ©, et utilisons-les pour prou- 
) £ _ 
ver que LR ee Es sont nulles à l'extérieur de S. 
22 n 


b) La fonction f est nulle à l'extérieur de D. En effet, dans la 
partie de C'XD où |z | > max ||, la forme (7) n'est pas sin- 
Es 


gulière, donc on peut se servir de la relation (8). Pour tout z apparte- 
nant à cette partie on a 


F)=\ fous = | à (8) —0 
S S 


(on s’est encore servi de la formule de Stokes et du fait que S est un 


cycle). Mais cette partie du complémentaire de D contient des points 
intérieurs et comme ce complémentaire est connexe par hypothèse. 


le théorème d'unicité nous dit que f = 0 sur ce complémentaire. 


c) Prouvons enfin que les valeurs frontières de la fonction f 
sont confondues avec les valeurs données de f. La propriété du noyau 
de Martinelli — Bochner (la formule (8) du n° 29) nous permet d'écri- 
re pour tout 0€ S et tout point zE S 


(2) — 4 (2) (9) = | Lf (€) — f (E9)] ours (E-— 2), (10) 


où % est la fonction ra Énetiaus du domaine D. 
On prouvera cette assertion quand on aura démontré que le se- 
cond membre de (40) est continu au point €? : en effet, le second mem- 
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bre tend visiblement vers 0 lorsque z — © extérieurement à D ; 
par continuité, la limite sera nulle aussi lorsque : —+ ©" intérieure- 
ment à D. i.e. f (z) — f (E°) lorsque z —+ ©9, z € D. 

Reste à prouver la continuité de la fonction 


8 (= | 1f (0 — FE) ou G — 5) 


au point Ë0. Pour cela on remarquera tout d’abord qu'existe l’inté- 
grale 


8 (&)= À IF) —$ EI ou (EE). (11) 
S 
En effet, l'intégration est étendue à une surface de dimension 2n—1 
et les produits des différentielles d & [v] À dE figurant dans la forme 
&mp ont la même dimension que l'élément de volume de dimension 
2n—1. Les facteurs de ces produits 
.— 0 — rx 
re j GL (Cv— is 
sont d'ordre inférieur à celui de 1/| £ — &9 |*"-*, car f € C'(S) 
et par conséquent f (£) — f (£°) de même que &, — ES est d'ordre 
supérieur à | & — € |. Donc l’ordre du pôle de l’intégrant de (11) 
est au moins d'une unité inférieur à la dimension, par conséquent 
l'intégrale (11) converge *). 
La suite de la démonstration s'effectue d'une façon habituelle 


pour l’analyse et nous n’en esquisserons que la marche. Décomposons 
a différence 


8()— 80) = | 1f (0) —$ (EM ous &— 2) — ons (E— 7) 


S 


en deux parties correspondant à l'intégration sur un voisinage © 
assez petit du point © et sur la partie So restante de la frontière. 
On peut admettre que la première partie est assez petite, puisque 
nous avons établi la convergence de l’intégrale (11) ; dans l’intégrale 
étendue à S le noyau est continu, donc cette intégrale est arbitraire- 
ment petite si z est assez proche de 0. 


Remarque. Cette démonstration ne passe pas pour r — {, car 
la forme de Cauchy d £/(& — z), contrairement à celle de Martinel- 
li — Bochner, n'est pas exacte sur 0D si z € D (il est impossible de 
construire Q, à l’aide de la formule (7) pour r — 1). L'intégrale 

121 - À { (0) 
f()= 2ni ( b—z d£ 
8D 

*) On peut s'en persuader le plus aisément en passant sur S à des coordon- 
nées polaires de pôle £®. 
13% 
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est de toute évidence holomorphe pour z # D, mais f n’est pas néces- 
sairement nulle à l'extérieur de D *). 

A titre d'exemple d’application du théorème de Bochner — Sé- 
veri, prouvons l’un des principaux théorèmes d'analyse complexe 
multidimensionnelle: le théorème d'éli- 
mination des singularités compactes. 


Théorème 3. Si une fonction f est 
holomorphe partout dans un domaine 
DEC'(n >1) à l'exception possible d'un 
ensemble K € D ne séparant pas D (i.e. 
tel que DK soit connexe) elle se prolonge 
holomorphiquement à D tout entier. 


> Choisissons dans D À des surfa- 
ces S, et S. différentiables de dimension 
2n—1, limitant respectivement des do- 
maines G, et G&, à complémentaires con- 
nexes et tels que À € G, € G, et que la fibre G=G, G ED 
(£ig. 31). La fonction f étant holomorphe dans G, la formule de Mar- 
tinelli — Bochner nous donne pour z € G 


f()= | FO ous @—:)—|fOousG-2. (12 


Se S1 


Fig. 31 


Pour la même raison les conditions de Cauchy — Riemann tangen- 


tielles 
df Adbls, = df Adls, = 0 


sont satisfaites sur S, et S.. 
Puisque z é S;, le théorème 2 nous dit que la deuxième intégrale 
de la formule (12) est nulle, donc pour tout z € G 


f()= | FO) ous E—2). (13) 


Se 


Ce même théorème nous dit que l’intégrale de (13) est une fonction 
holomorphe partout dans G, et confondue avec f dans G, Æ. Cette 
fonction est le prolongement de jf au domaine D tout entier. puisque 
par hypothèse DK est connexe. 


Remarque. La condition que À ne sépare pas le domaine dans 
le théorème 3 est essentielle: soient la sphère À = { | z | — 1/2} 
et la boule D = { |z | <<'1} dans C”, n => 1; une fonction f égale 
à 0 dans { |z | << 1/2} et à 1 dans {1/2 << | z | L 1} est holomorphe 
dans D XX mais ne se prolonge pas holomorphiquement dans D. 


*) Cf. exercices 1 et 3 du chapitre II, tome 1. 
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De ce théorème il s'ensuit que les fonctions holomorphes de 
n> 2 variables ne peuvent posséder de points singuliers isolés: 
les singularités de telles fonctions (si elles ne séparent pas le domai- 
ne) doivent nécessairement être situées à l’extérieur du domaine ou 
à l'infini *). 

Le théorème d'élimination des singularités compactes (théorème 
3) fait partie des résultats saillants de l’analyse complexe multidi- 
mensionnelle. Son premier énoncé et 
une démonstration pas très rigoureuse 
sont dus à F. Hartogs (1906) ; H. Poin- 
caré l’a prouvé en 1907 pour le cas 
d’une boule de C* (une fonction holo- 
morphe au voisinage de la sphére-fron- 
tière se prolonge holomorphiquement 
à la boule tout entière). Les démons- 
trations ultérieures de ce théorème sont 
produites dans l'ouvrage d’Osgood 
(1924) et dans un article de Braun 
(1936). La démonstration ci-dessus est 
basée sur des résultats postérieurs de  _— 
Bochner et Séveri (1943). Fig. 32 


% Prouver le renforcement suivant du théorème de Liouville: 
ei une fonction de n > 2 variables est holomorphe à l’extérieur de la 
boule { |z | << RAR} et bornée. elle est constante. % 


32. Théorème de Hartogs et élimination des singularités. Dans le 
théorème suivant de prolongement analytique forcé le prolongement 
est réalisé par l’intégrale de Cauchy. 


:héorème 1. (Hartogs). Soient donnés des domaines GE C" (2), 
G, © G et un polydisque Uc C" (w) de squelette T; soient encore 
U"=UUT et M=(GxXT)U(G X U'). Si une fonction 
J:M — Cest 

1) continue dans G X T et holomorphe dans G pour tout w € }, 

2) pour tout z € G, holomorphe dans U et continue dans U”, alors 
elle se prolonge holomorphiquement au domaine G X U (cf. fig. 32, 
où m—=n —= À). 


> Soit la fonction définie par l'intégrale multiple de Cauchy 
F(z, w)=— ( JG: © Go. (1) 


(2xi)" O—tw 


*) Comparez: la fonction f — 1/: présente un point singulier {0} dans le 
lan : et une droite complexe singulière {: — 0} qui s'éloigne à l'infini dans 
‘espace (z, w). 
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L'intégrant Et est continu sur F pour toutes valeurs fixes 


des paramètres (z, w) € G X U et pour tout & dépend holomorphique- 
ment de ces paramètres, d'après le lemme du n° 5 la fonction F est 
holomorphe aussi dans le produit G X U. Mais pour z2€G, fixe, la 
fonction f se représente, d’après la condition 2), par son intégrale de 
Cauchy dans U, donc dans G, X U 


_ _ 1 f(z ©) .. L 
(5; w) QT | v—w do=# (z, w). (2) 
r 


La fonction F' prolonge donc holomorphiquement f au domaine 
GX U. 

Utilisons le théorème de Hartogs (ou le procédé dont il s’est servi) 
pour prouver trois théorèmes d'élimination des singularités dans les- 
quels les conditions imposées à l’ensemble des singularités vont en 
se renforçant et celles imposées à la fonction, en s’affaiblissant. Les 
deux premiers sont valables aussi pour n = fi. 


Théorème 2. Si une fonction f est continue dans un domaine 
D C" et holomorphe dans DS, où S est une hypersurface *) réelle 
différentiable, elle est holomorphe dans D. 


> 11 suffit de prouver l’holomorphie de f en un point quelconque 
a € S, qui, sans perte en généralité, peut être le point 0. et admettre 


ti Dr PR NT 


S__TS 
DATE NN 


en son voisinage l'hypersurface S est définie par l'équation 

—= p (x, w), où w —= (2, ..., Zn) et q est une fonction réelle 
différentiable (fig. 33). Puisque œ (0, 0) = 0 et que œ est continue, 
pour tout 8 => 0 il existe un « > 0 et un polydisque UE C1 (w), 
OEU, tels que |œp(x, w)| <B pour tous |r, | <a et wE U. 
En choisissant B assez petit et un y = B mais assez proche de lui, 


*) Pour #7 —= 1 c'est une courbe differentiable. 
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on trouve que le domaine G, X UV, où G = {4 EC:|z | <a, 
B < y, < y} est inclus dans D et ne contient aucun point de S, 
ie. fEO (Go X Ü). 

D'autre part, pour w € U fixe, la fonction f (z,, w) est holomorphe 
partout dans le rectangle G = { |[x, | <a, |y, | << y} à l'excep- 
tion d'une courbe différentiable y, = œ (x,, w) et est continue dans 
G. On en déduit (cf. démonstration du lemme du n° 42 du tome Â) que 
f (4, w) est holomorphe dans G pour w € U fixe. Le théorème de Har- 
togs nous dit que f est holomorphe dans le domaine G X Uc C" 
qui contient le point z = 0. 

Le théorème suivant est une généralisation du théorème d'élimi- 
nation d’un point singulier dans un voisinage duquel la fonction 
holomorphe est bornée: ce théorème est parfois appelé théorème de 
Riemann de prolongement (pour n'=— 1 l'ensemble analytique est 
constitué de points isolés). 


Théorème 3. Si une fonction f est holomorphe dans D A, où 
D est un domaine de C' et À est un ensemble analytique de codimension 1, 
et localement bornée *) en tout point de À. elle se prolonge de façon 
unique en une fonction holomorphe dans D. 


b L'unicité du prolongement est évidente, car l'ensemble 
D\ A est connexe (cf. n° 24). Il suffit de prouver que f se prolonge ho- 
lomorphiquement à un point arbitraire a € À que l’on peut supposer 
être le point 0. On peut aussi conjecturer que la fonction g qui définit 
l'ensemble À au voisinage de 0 satisfait à la condition g ('0, z,) 

=£ 0. Il existe alors un cercle { | z, | = r} de rayon assez petit sur 
lequel g (0, z,) # 0, donc g (’z, z,) 0 pour ‘’z appartenant à un 
voisinage assez petit "UC C'-let pour |2z, | =r. 

Considérons l'intégrale de Cauchy: 


| UC ; 
{IR 1=r) 


la fonction f (’z, &,) est holomorphe en ’: dans "VU, puisque les points 
(:. Ün) ED A, car g Z 0 en ces points. Donc la fonction F est 
holomorphe en ’z dans ‘Ü et en z, dans le disque U, = { | 2, | 
< r} et par suite dans le domaine U —"U X U,. Mais pour 
‘zs EU fixe, la fonction g (’z, z,) possède dans ÜU, un nombre fini 
de zéros correspondant aux points de À. Les singularités par rapport 
a :, sont éliminables, puisque la fonction f est par hypothèse bornée 
au voisinage de ces points. Après l'élimination de ces singularités 
la fonction j (’z, z,) se représente dans le disque U,, par une intégra- 
le de Cauchy par rapport aux valeurs prises sur le cercle { | z, | = 


*) Ceci exprime que pour tout point z € À il existe un voisinage U, tel 
que f est bornée dans (DNA) N U.. 
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— r}, ie. est confondue avec la fonction F, or cette dernière est 
holomorphe dans le domaine U 30. 4 


Ce théorème n'est valable que pour x >> 1 et se rapporte aux théo- 
rèmes de prolongement analytique forcé, car la fonction n’y est assu- 
jettie à aucune condition supplémentaire. 


Théorème 4. Si une fonction f est holomorphe dans D A, où D 
est un domaine dans C” (n > 1) et À un ensemble analytique de codi- 
mension => 2, elle se prolonge de façon unique en une jonction holo- 
morphe dans D. 


> L'unicité du prolongement est encore évidente. Prouvons la 
possibilité du prolongement par récurrence sur la dimension comple- 
xe de l’ensemble À, dimension qui sera supposée égale à m< n — 2. 
Si À est de dimension zéro (m = 0), il est composé de points isolés 
(en vertu du théorème 6 du n° 24) et la possibilité de prolonger j 
à chacun d’eux résulte du théorème d'élimination des singularités 
compactes (théorème 3 du n° 34). 

Supposons maintenant que l'assertion a été prouvée pour les 
dimensions inférieures à m<n — 2 et que À est un ensemble de 
dimension m. Montrons que f se prolonge à un point régulier arbitrai- 
re a € A° que l’on supposera être le point 0. Puisque À est une varié- 
té complexe de codimension << 2 au voisinage de 0, on peut exhi- 
ber (quitte à faire un changement C-linéaire de coordonnées) deux 
fonctions, g, et g., holomorphes dans un voisinage "U de "O0 € C””? 
telles que z, 1; — g, ("z) et z, — ga (‘z), où "2 = (2, . . ., Zn), 
sont nulles sur À. 

Supposons que g, ("0) = g: ("0) = 0 et w = (2-1, Zn); le tore 


F = {("0,w): 2,1 | = |2, | =r}, où r > 0 et assez petit, est 
contenu alors dans D A et par conséquent la fonction 
” Us "A 1 ("z, ©) 
F\ Z) w) = (2xi)2 = dè (4) 


est holomorphe pour tout ”z € ÜU et tout w appartenant au bidisque 
Ut = {1z2,, | <r, ]2, | <r}. Mais pour ”: fixe le point (”z, w 
n’appartient à À que pour z,_, = g, (”z) et 5, — g, ("z), donc F 
traitée comme une fonction de w ne peut présenter qu'une disconti- 
nuité ponctuelle qui est éliminable. Donc F — f, i.e. f se prolonge 
holomorphiquement au point 0. 

On a ainsi prouvé que f se prolonge à l’ensemble A° des points ré- 
guliers de À et comme les points critiques forment un ensemble ana- 
lytique de dimension << m, la fonction f s’y prolonge en vertu de 
l'hypothèse de la récurrence. < 


% Montrer qu’une fonction f holomorphe dans C* R° se prolon- 
ge en une fonction entière. %k 
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Dans le paragraphe suivant on exhibera des théorèmes plus géné- 
raux de prolongement qui sont liés à la notion de domaine d'holo- 
morphie. 


$ 12. Domaines d’holomorphie 


On appelle ainsi les domaines sur lesquels sont définies des fonc- 
tions holomorphes non prolongeables analytiquement à l'extérieur 
de ces domaines. Les théorèmes du précédent paragraphe montrent 
que tout domaine de l’espace C”", z > 1, n’est pas nécessairement un 
domaine d’holomorphie. On se propose ici de définir et d'étudier 
les propriétés de ces domaines. 


33. Notion de domaine d'’holomorphie. Le prolongement anal\- 
tique forcé nous suggère naturellement la définition suivante. 


Définition 1. On dit qu’un domaine G contenant un domaine D 
est une extension holomorphe de D si toute fonction f € © (D) se 
prolonge en une fonction holomorphe dans G. 

Il est clair que cette définition n’a de sens que pour le cas multi- 
dimensionnel. Une particularité intéressante de ce cas est exprimée 
par le théorème élémentaire suivant. 


Théorème 1. Si G est une extension holomorphe d'un domaine D, le 
prolongement de toute jonction f € © (D) ne peut prendre dans GKD 
que les valeurs prises par f dans D. 


> Supposons par absurde qu’une fonction jf € © (D) prend dans 
GX D une valeur w, qu’elle ne prend pas dans D. La fonction g (z) = 
= D est alors visiblement holomorphe dans D mais non prolon- 
rx 
geable analytiquement dans G, car elle devient infinie en un point 
de GKD. Ce qui contredit la définition 1. < 


Corollaire. L'extension holomorphe G d'un domaine borné DE C” 
est aussi un domaine borné. 

> D'après le théorème 1, les fonctions f, (z) = z, (les coordonnées 
du point z) prennent dans G les mêmes valeurs que dans D, i.e. 


sup |, | = sup1z, |, v—=1,...,n. (1} 
2€G :€D 

Mais puisque D est borné, les seconds membres de (Â) sont finis, donc 
il en est de même des premiers, autrement dit, G est borné. 4 


Les domaines d’'holomorphie ne doivent pas être compris simple- 
ment comme des domaines confondus avec leurs extensions holo- 
morphes dans C”. En effet, le prolongement analytique d’une fonc- 
tion à partir d'un domaine de €” peut conduire aux domaines de 
Riemann à plusieurs feuillets étudiés au n° 22. 
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Exemple. Soit D € C° un domaine simplement connexe dont le 
diagramme de Hartogs est représenté sur la figure 34: c’est le cylin- 
dre fr? t'y 1, |z: | 2} privé des carrés 1 = {0< x, <1, 
Yi = 0, |21<1} I = {0<y <1, x —=0,1< 1221 <2} et 
du secteur S —{1|2z | 1, 2:>0,y:2>0, |z2, | = 1}. D'après 
le théorème de Hartogs chaque fonction f € © (D) se prolonge analy- 
tiquement à travers le secteur S aussi bien de haut en bas que de bas 
en haut *). En effet, considérons par exemple le premier procédé de 
prolongement (de haut en bas): la fonction f est holomorphe dans un 
voisinage du polydisque > — {Iz21Si—e x >e, ]zl — 

= 2 — E} et du segment {z, — 2, |2: [| 2 — e}, où | 3 | < 1, 
x, > 0. y; << 0, et par suite se prolonge à SX {12 |<2—E}. 


Un tel prolongement nous conduit de nouveau au domaine D, 
mais la fonction ne prend pas nécessairement les mêmes valeurs 
qu'avant. En effet, soit par exemple la fonc- 
tion fo (Z1 +) = V/2, dont on considère la 
détermination continue dans D qui prend 
des valeurs strictement positives sur le 
demi-axe x, >> 0. Elle est visiblement holo- 
morphe dans D et prend des valeurs oppo- 
sées aux points À et B du diagramme qui se 
projettent en un mème point P du plan z,, 
mais sont situés de part et d'autre du sec- 
‘ teur $ (en passant de À à B dans D. on doit 
faire varier Arg z, de 2x1). D'autre part, en 
prolongeant f, à travers S d’après le théorè- 
me de Hartogs (comme décrit plushaut), on 
trouve que les valeurs de f,, par exemple en 
B, et de son prolongement en À doivent 
être les mêmes. Donc le prolongement de 
fo nous aurait donné une fonction multiva- 
Fig. 34 lente ; pour uniformiser une telle fonction 
nous devons rapporter les valeurs prolon- 
gées au tleuxième exemplaire du domaine D qui est collé avec le 
premier le long de l’ensemble S. 


Le domaine D de cet exemplen’est pas un domaine d’holomorphie 
bien qu’il ne possède pas d’extensions holomorphes parmi les domai- 
nes de C?. Pour éviter de telles situations nous devons dans la dé- 
finition du domaine d’holomorphie éliminer la possibilité d’un 
prolongement analytique à l'extérieur du domaine non seulement de 
la fonction elle-même, mais aussi de sa restriction à des portions de 
ce domaine, par exemple aux boules contenues dans ce domaine. 


*) Pour simplifier, on parlera des ensembles représentés sur le diagramme de 
Hartogs, en sous-entendant les ensembles correspondants de C£. 


$ 12] DOMAINES D'HOLOMORPHIE 203 


Définition 2. On dit qu'un domaine D € C" est un domaine d'holo- 
morphie d'une fonction f si f € © (D) et si pour tout point 2 ED 
la restriction de f à la boule B (2, r), où rest la distance de z° à 0D, 
ne se prolonge pas holomorphiquement à la boule B (2, r;). où 
r,>>Èr. Un domaine s'appelle domaine d'holomorphie s'il est le 
domaine d’holomorphie d’une fonction quelconque. 

Passons maintenant à l’étude des conditions caractérisant les 
domaines d'holomorphie en commençant par les conditions suffi- 
santes les plus élémentaires. On dira qu’en un point frontière & 
d'un domaine DC C" il existe une barrière si pour tout ensemble 
K & D et tout e > 0 on peut exhiber une fonction g € © (D) telle 
ue ee [] k = max [g(z) [<S'1, mais |g(z) | > 1 en un point 
:€B e). 

N a évident que s’il existe une fonction f € © (D) non bornée 
en & € 0D (i.e. telle que f (2°) —+ œ sur une suite 2" € D. z' —+ Ë), 
il existe une barrière en ce point. En effet, pour tout À € D et tout 
e >> 0 on peut prendre g (z) = f (z}/|| f || +. La réciproque est égale- 
ment vraie, et ce sous la forme renforcée suivante. 


Théorème 2. Pour tout ensemble E C 0D de points en lesquels il 
existe une barrière, on peut exhiber une fonction f € © (D) non bornée 
en tout point de E. 


> Remarquons tout d’abord qu'il existe un ensemble au plus 


dénombrable de points de 0D, partout dense dans Æ, et qu’une fonc- 
tion non bornée sur un tel ensemble le sera aussi sur £. On peut 
donc admettre que E est un ensemble au plus dénombrable. Dans cette 
hypothèse construisons une suite © € E contenant une infinité de 
fois *) chaque point de Æ. Pour prouver le théorème il suffit mainte- 
nant de trouver une fonction f € © (D) et une suite de points 
zv € D telles que |z'" — EvV | —+ 0 et f (z*) — co. 

Construisons par récurrence: 1) une suite strictement croissante 
d'ensembles compacts À, & D recouvrant exhaustivement D, i.e. 


tels que Ù K* — D ; 2) une suite de points 5 € D tels que | :* 
— € |< Av et 3) une suite de fonctions f, € ® (D) telles que 


folle, SA, mais [f,()1> 1 (2) 


A cet effet, prenons pour X, un compact quelconque de D et par dé- 
finition d'une barrière en C! trouvons une fonction f, € ® (D) et un 
point z! € D tels que [2 — E|<iet |f(2)1>12> 1 Il x. 
Supposons maintenant que cette construction a été faite pour tous 


*) Supposons que les points de £ sont numérotés; pour construire la suite 
2 il faut prendre les points dans l'ordre suivant: 1; 15 25 1; 2: 3: ... 


, 
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les << v — 1, prenons 
, 1 
K,=K,aU{zED:p(3, 0D)>—, lv} U{:!, ..., 2v-0 


et par définition de la barrièreen £Ytrouvons une fonction 7, € ©(D} 
et un point z VE D tels que |2zY — CV |<1/v et que les condi- 
tions (2) soient satisfaites. 

Enfin, en tenant compte du fait que |f, (2") | > 1, choisissons 
une suite de nombres ne p, (commençant par p, = 1) telle que. 


fe Me>S D GI +n n>£, (3) 


v=i 


et considérons la série 


= + GX. (4) 


1 


Fe 


Pour tout z€EK ,onal|f, (z) | 1 pour v> p, donc la série (4) 
converge uniformément sur X,. Puisque Æ, constitue une exhaus- 
tion compacte de D, on en déduit que la série (4) converge partout dans 
D et que sa somme f E © (D) (cf. théorème de Weierstrass du n° 5). 


Enfin, pour tout pu = 1,2, ..., ona 
u— 1 
P 1 P 
ÉD a GOT D SE GT 
v=i 
1 a 
— D >h— À +. 
V=æl+ 1 v=tt+i 


d'où il résulte que f (24) —+— co. 4 
Ce théorème entraîne immédiatement une condition suffisante: 
pour qu’un domaine soit domaine d'holomorphie: 


Corollaire. Si une barrière existe sur l’ensemble partout dense des 
points frontières de D, alors D est un domaine d'holomorphie. 

Par exemple, en tout point € de la frontière de la boule 
B={|z:|]<R}eC" il existe une barrière, car il existe une fonc- 
tion 


= €O (3), 


illimitée au point €. La boule est donc un domaine d’'holomorphie. 
On a la généralisation suivante: 


Théorème 3. Tout domaine convexe D € C" est un domaine d’ho- 
lomorphie. 
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> Le domaine D étant convexe, pour tout point & € 0D on peut 
construire un hyperplan d'appui Re (z — &, a) = 0 passant par & 
et tel que D soit situé d’un de ses côtés et prendre dans cet hyper- 
plan un plan complexe (z — 6, a) = 0 passant aussi par & et ne con- 
tenant pas de points de D. La fonction f (z) = 1/ (z — &, a) est ho- 
lomorphe dans D et illimitée en &, i.e. il existe une barrière en £. 
D'après le corollaire, D est un domaine d’'holomorphie. <4 


Mais la condition de convexité n’est pas une condition nécessai- 
re pour qu'un domaine soit un domaine d’holomorphie. Ceci ressort 
entre autres du théorème suivant. 


Théorème 4. Si D, et D, sont des domaines d'holomorphie respecti- 
vement dans les espaces C" (z) et C" (w), leur produit D. X D, est un 
domaine d'holomorphie dans l’espace C"*" (z, w). 


> Prenons des fonctions f et g ayant pour domaines d’holomor- 
phie respectifs D. et D,. Alors f (2) g (w) E © (D, X D.) et 
D, X D, est son domaine d’holomorphie. 


Puisque dans C! tout domaine est domaine d’holomorphie et que 
les domaines polycirculaires sont le produit de domaines plans, 
on a le 


Corollaire. Tout domaine polycirculaire de C" est un domaine 
d'holomorphie. 

En particulier, le produit D de deux domaines plans D, et D., 
dont l’un au moins, pour fixer les idées D,, n’est pas convexe, est 
un domaine d’holomorphie, bien que D ne soit convexe. 

Au numéro suivant on introduit la notion généralisée de convexité 
qui est moins suggestive que la notion ordinaire mais qui néanmoins 
nous donne une condition nécessaire et suffisante pour qu'un domai- 
ne soit d’holomorphie. 


34. Convexité holomorphe. La convexité (géométrique) ordinaire 
d'un domaine de R”" peut être caractérisée par le fait que l’enveloppe 
convexe de tout ensemble XÆ lui apparte- 
nant proprement lui appartient aussi 
proprement (fig. 35). L’enveloppe conve- 
xe de Æest l'intersection de tous les 
demi-espaces qui le contiennent ou encore 
l’ensemble des points en lesquels toute 
fonction linéaire réelle prend des valeurs 
inférieures à son maximum sur À. Il est 
clair que pour les ensembles de C” les 
fonctions R-linéaires peuvent être remplacées par des fonctions 
complexes et l’enveloppe convexe de XÆ est alors l’ensemble 
{2€ C": 11(2) 1< [| Z IIk} pour toute fonction C-linéaire ! (comme 
toujours, ||! || + désigne le maximum du module de L sur K). 


Fig. 35 
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Si D n’est pas un domaine d’holomorphie, les seules valeurs pri- 
ses par les fonctions de © (D) dans l’extension holomorphe de D 
sont celles qu’elles prennent dans D (cf. n° 33). Donc, en définissant 
la notion de convexité qui est appelée à caractériser les domaines 
d’holomorphie, il est naturel de construire les enveloppes à l’aide des 
ensembles de niveau non pas des fonctions linéaires, mais de toutes 
les fonctions holomorphes dans D. De plus, puisque certaines fonc- 
tions ne sont pas définies à l’extérieur de D, l’enveloppe des sous- 
ensembles de D n’est composée que des seuls points de D. 

Cette notion a été introduite par H. Cartan et P. Thullen en 1932. 


Définition 1. On appelle enveloppe holomorphiquement convexe 
d’un ensemble M de D l’ensemble 


M ={2€D:1f(2)1<llfllu pour tout f € © (D)}. (1) 
Définition 2. On dit qu’un domaine D est holomorphiquement con- 


vexe si l'enveloppe holomorphiquement convexe K d’un ensemble 
appartenant proprement à D appartient aussi proprement à D: 


K€ED—=—KED (2) 


(cf. fig. 35 qui montre comment la non-convexité du domaine viole 
cette condition). 


% Soient D — {|| <1, 12: | LINE 1 < 172, [221 <L1:2} 
un domaine de C? et K = {z — 0, |z,| = 3/4} un cercle appar- 


tenant proprement à D; montrer que k n'appartient pas propre- 
ment à D. % 


Dans certains problèmes on a intérêt à envisager l'enveloppe non 
pas de toutes les fonctions © (D) mais d’une sous-classe FE © (D): 


on parle alors d’une enveloppe F-convexe (que l’on note M) et de 
F-convezité des domaines. Si F est la classe de toutes les fonctions 
C-linéaires (resp. R-linéaires), la F-convexité est confondue avec la 
convexité géométrique ; si F est la classe des polynômes (resp. des 
fonctions rationnelles), on parle de la convexité polynomiale (resp. 
rationnelle). 

J1 est évident que plus est vaste la classe F, plus est grand le nom- 
bre de fonctions justiciables de l’inégalité (2), donc plus est étroite 
l'enveloppe F-convexe, et, par suite, plus est vaste la classe des do- 
maines F-convexes. En particulier, tous les domaines convexes sont 
polynomialement convexes et tous les domaines polynomialement 
convexes, holomorphiquement convexes. 


Exemples. 
1. Illustrons ceci dans le plan. Tout domaine D € C! est holomor- 
phiquement convexe, alors que seul un domaine à complémentaire 
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connexe dans C! est polynomialement convexe (prouvez-le !). La 
classe des domaines géométriquement convexes est plus étroite que 
celle des domaines polynomialement convexes. De façon imagée. 
le passage à l'enveloppe polynomiale d’un domaine plan se ramène 
au collage des « trous », le passage à une enveloppe (géométrique- 
ment) convexe, au collage des « trous » et des « cavités » au voisina- 
ge de la frontière. 
2. Tout polyèdre analytique 


MN = ED: 1W,(D1<1, v=1,..., N) 


(cf. n° 30), où W,E€O (D), est © (D)-convexe. En effet, si K € II, 
ona |W,||k<r<1 pour tout v = 1, ..., N. Par définition 
de l’enveloppe ©-convexe. 


sup [W,(z)|< sup [W,()I<r, 
LE z€K 
‘€K& 

d’où il s'ensuit que ko € II. 


Nous allons voir que la convexité holomorphe est une condition 
nécessaire et suffisante pour qu’un domaine soit d’holomorphie. 


Théorème 1. (Cartan — Thullen). Ur domaine D € C" holomor- 
phiquement convere est un domaine d'holomorphie. 


> La démonstration est semblable en tout point à celle du théo- 
rème de la barrière du numéro précédent. Pour £ on peut prendre un 
ensemble dénombrable partout dense dans 9D et le numéroter de la 
même façon. Les ensembles compacts À se construisent aussi par ré- 
currence, sauf que le choix des points z' et des fonctions f, obéit à 
d’autres criteres: le domaine D étant holomorphiquement convexe. 


l'enveloppe K, € D et il existe donc un point "ED, | zY — EV | < 
< 1/v et une fonction g, € © (D) tels que | 8, (2*)] > | 84 I x. 
et l’on admet que f,(z) = g, (z)/ || g, Il K,( = 12, ...) 
La fin de la démonstration est valable et la fonction 


ne 


fa=> tu)" (3) 


væi 


est holomorphe dans D et croît indéfiniment à l’approche des points 
de E, i.e. D est le domaine d’holomorphie de f. < 


Remarque. Il est évident que dans ce théorème la convexité holo- 
morphe peut être remplacée par la convexité par rapport à une classe 
arbitraire FE © (D). En particulier, si F est la classe des fonctions 
linéaires, on obtient de nouveau le théorème 3 du numéro précédent. 
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La démonstration de la condition nécessaire d’holomorphie se 
base sur le lemme de prolongement simultané qui présente un intérêt 
en li. 


Lemme. Soient K E D et p = p(K, 0D) la distance de K à 0D 
pour la métrique polycirculaire. Toute fonction f € O (D) se prolonge 
holomorphiquement à un polydisque 
U (a, p)},où aest un point arbitrai- 
re de l'enveloppe holomorphiquement 


conveze À. 

Il est essentiel que le polydisque 
U (a, p) peut déborder le domaine 
D (cf. fig. 36) ; le rayon de ce poly- 
disque ne dépend pas de la fonction 
f E © (D) choisie, mais uniquement 
de la distance de & à 0D. 

> Puisque a € D, toute fonction f € © (D) se représente dans un 
voisinage de a par la série de Taylor 


t@= 2 ex (ea) (4) 


jai, 
où cu = y D'fle et D*f = _ . Mais comme ac, on a 


[D la< I DFf I # (9) 


i.e. l'estimation des dérivées au point a se ramène à celle sur X. 

Choisissons un nombre r << p et désignons par Æ” le r-éclatement 
de l’ensemble X (ï.e. la réunion de tous les polydisques U (z, r), 
z € K). La fonction f est bornée sur Æ7, puisque À” € D. Posons 


M; (r) = | f I xre (6) 
Si z € K, alors U (z, r) € K7 et pour estimer les dérivées du second 
membre de (5) on peut se servir des inégalités de Cauchy (cf. n° 5): 


M 
lea I DA Ir SR. 


Choisissons maintenant un r, <r arbitraire; pour tout point 
zEU(a,r;),ona 
[cr (2 — a) << My (r) (/nt, (7) 


d'où il s'ensuit que la série (4) converge dans le polydisque U (a, r;). 
La série (4) converge partout dans U (a, p), puisque les nombres r 
et r, peuvent être choisis aussi proches que l’on veut de p. Cette série 
nous donne précisément le prolongement holomorphe de la fonction f. 


Ce lemme entraîne immédiatement la nécessité de la condition de 
convexité holomorphe. 
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Théorème 2 (Cartan — Thullen). Tout domaine d'holomorphie 
DE C" est holomorphiquement convexe. 


> Prenons un ensemble arbitraire X Œ D et posons p = p (Æ,0D). 


L'’enveloppe holomorphiquement convexe X est bornée, puisque 
© (D) contient toutes les coordonnées z,. Vu que d’après le lemme 
toute fonction de © (D) se prolonge holomorphiquement au p-écla- 


tement de X et qu’il existe une fonction f € © (D) non prolongeable 
à l'extérieur de D, cet éclatement appartient à D, i.e. K Œ D. <« 


Remarque. Dans le lemme de prolongement simultané, la classe 
© (D) peut être remplacée par toute classe F contenant avec chaque 
fonction f toutes ses dérivées. Pour que le théorème 2 soit valable, 
il faut encore que cette classe contienne toutes les coordonnées z, : 
sans cette condition il serait mis en défaut pour les domaines illimi- 
tés. Si, par exemple, D, C est un domaine d’holomorphie d’une 
fonction jf de z,, alors D = D, X Cest aussi un domaine d’holomor- 
phie, mais il n’est pas convexe par rapport à la classe F qui contient 
f et ses dérivées par rapport à z, (par exemple, l'enveloppe F-convexe 
de l’ensemble X, X { |z: | << 1}, où K, E D,, est X, X C). 


Du lemme de prolongement simultané on déduit aussi une condi- 
tion nécessaire et suffisante pour qu’un domaine soit holomorphi- 
quement convexe. Cette condition souligne l’analogie d’un tel do- 
maine avec un domaine géométriquement convexe: un domaine ho- 
lomorphiquement convexe est un domaine dans lequel le passage de 
ses sous-ensembles compacts à leurs enveloppes holomorphiquement 
convexes s'opère sans réduction de la distance à la frontière. De fa- 
çon imagée, un tel passage consiste à coller les « trous » et les « ca- 
vités » dans ces sous-ensembles. 


Théorème 3. Pour qu'un domaine D € C” soit holomorphiquement 
converze il est nécessaire et suffisant que pour tout ensemble K Œ D 
l'on ait 


p (#, 6D) = p (K, 6D). (8) 


b- La suffisance de la condition (8) est évident e.Pour prouver la 
nécessité on remarquera que le premier membre de (8) est toujours 
< au second. S'il était strictement inférieur, il existerait un point 


a dans À tel que p (a, D) <p(K, 0D). Mais en vertu du lemme, tou- 
te fonction f € © (D) se prolongerait à un polydisque de centre a 


et de rayon p (X, 0D), i.e. à l'extérieur du domaine D, et D ne se- 
rait pas un domaine d’holomorphie. < 


35. Propriétés des domaines d’holomorphie. Les domaines d’holo- 
morphie de €” sont des domaines holomorphiquement convexes. 


14—0848 
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Citons quelques-unes de leurs propriétés généralisant les propriétés 
classiques des domaines convexes. 


Théorème 1. Soient D,, &« € À, une famille de domaines d’holo- 
morphie dans C" et G = f\ D, leur intersection. Toute composante 
at À 


connexe D du noyau ouvert GC est un domaine d'holomorphie. 

> Soit À Œ D; puisque toute fonction holomorphe dans D, 
l'est dans D, on en déduit que © (D) = 0 (D,), donc Ko = 
œ Kkov pour tout & € À. Par conséquent, p (Kgw 0D,) > 


> p (Kow,r 0D4) et par suite on a p (Kotnr Da) > p (K, 0D,)> 
> p (X, 9D) en raison de la convexité holomorphe des D, pour tout 
a E À. Si D n’était pas un domaine d’holomorphie, on aurait 


p (kg 0D) << p (X, 0D) pour un certain X et il existerait alors 


un D, pour lequel p (Kw), 0D4) < p (K, 9D) contrairement à ce 
qui a été prouvé. 

A l'inverse de l'intersection, la réunion de domaines d'holomor- 
phie n’est pas nécessairement un domaine d’holomorphie (cf. pro- 
priétés correspondantes des domaines convexes). Ceci ressort de 
l'exemple simple: {12 1<1. [2 | 2}et {| | <2,12 | 1} 
sont des domaines d’holomorphie dans C*, mais pas leur réunion 
(ceci a été prouvé au n° ÿ). É 

Toutefois, cette proposition est valable pour la réunion d’une 
suite strictement croissante de domaines d'holomorphie (ainsi que 
pour les domaines convexes). Pour le prouver nous aurons besoin 
d’un théorème qui présente un intérêt en soi et qui généralise Île 
théorème de Runge du n° 23 du tome 1. 


Théorème 2 (Oka — Weil). Soient D un domaine arbitraire de C" 
et K Œ D un ensemble compact confondu avec son enveloppe convexe 
par rapport à la classe © (D): 


K = Kotr (1) 


Toute fonction f holomorphe sur K (i.e. dans un de ses voisinages) se 
laisse approcher uniformément sur K par des fonctions de © (D). 

> Supposons que f est holomorphe dans un voisinage UC D 
de Æ et soit V € U un autre voisinage de X. Par définition de l’en- 
veloppe, pour tout point & E OV il existe une fonction W:(z)E€ 
€ © (D) telle que | W: (0 1|>1> || WzIlx. Puisque 0D est un 
ensemble compact, il existe un nombre fini de fonctions W,, — W, 


G —=1,..., N) telles que max | W; (£)| > 1 pour tout © € 9V 
et NW;llrk < 1. | 
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Considérons maintenant le polyèdre analytique 
T={GEV:  IW,(1<1, j=1...., N} (2) 


contenant Æ et appartenant proprement à V. La fonction f est holo- 


morphe au voisinage de II, donc d’après le théorème de Weil (n° 30) 
elle se laisse approcher uniformément sur Æ par des fonctions de 
O (D). « 


Remarque. Pour n = 1 la condition (1) exprime que l’ensemble 
compact À ne sépare pas le domaine D si ce dernier est simplement 
connexe. Jl s'ensuit que primo cette condition est essentielle et 
secundo que le théorème 2 généralise bien le théorème de Runge. 


Corollaire. Toute composante connexe de l'enveloppe Kpu d'un 
compact K Œ D rencontre À. 

D Soit Æ une composante connexe de À su et supposons que 
E fN\ À = @. Il existe alors des ensembles ouverts disjoints U = K 
et V = ÆE tels que Ko U U V. Considérons une fonction f 
holomorphe dans Ü |] V, égale à 0 dans U et à 1 dans V. D’après le 
théorème 2 il existe une fonction g € O(D) telle c'e ||f — g|| Ko) << 


< … En particulier, pour tout point {EE on a 
Is) 1>1/2> | g llx, 


ce qui contredit le fait que E£ € Kw 
Passons à la démonstration annoncée. 


Théorème 3 (Behnke — Stein). La réunion D d'une suite stricte- 
ment croissante 
D, ED,E...ED,=... (3) 


de domaines d'holomorphie est aussi un domaine d’holomorphie. 


> Tout d’abord remplaçons D, par des domaines bornés. Pour 
cela fixons un point a € D, et désignons par D la composante de 
l’ensemble ouvert D, AN {[z:—a|<v} qui contient le point a. 
D'après le théorème 1, D; sont des domaines d’holomorphie et de 
toute evidence on a comme précédemment D, ŒD;,1 et 
D= |) D:. 

De la suite D, extrayons une suite partielle D, — G, telle que 
pour tous les v = 1, 2, ... l’on ait 


sup p (z, 0G +41) < 0 (Gi, 0G,+:). (4) 
2 6G., 
Montrons par récurrence que cette extraction est possible. Posons 
G1 = D; et choisissons p. assez grand pour que peur G, = D;, 
14% 
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l'on ait sup p(z, 0,) <p (G,, 0D); choisissons ensuite p. de 


6G: 
telle sorte que la frontière du domaine G; — D;, soit assez proche 
de 0D pour que l’on puisse remplacer 0D par 0G; dans la dernière 
inégalité: sup p(z, 0Gs) << p (G,, 0G;:). Supposons que ce choix 
E 


a été fait pour tous les entiers naturels <w : prenons p, tel que pour 
G,; = D,, l'on ait 
supp(z, 0D)<p(G,_,, 9D), (9) 
€ 66, 


puis p,+, tel que D,,,,, = Gy+1 soit assez proche de 9D pour que 


l'on puisse remplacer 0D par 0G,., dans la dernière inégalité: on 
obtient (4). 

Puisque G,_, € G,+1 et G,+, est (en tant que domaine d’holo- 
morphie) convexe par rapport à la classe © (G,:,), d’après le théo- 


rème 3 du n° 34 on a pour l'enveloppe G$-1 = (Got 40) 
p (G3-1, 0Gy41) = P (Gy-x 0Gv+). (6) 
Mais de (4) il s'ensuit que pour tout point a € 0G, 
p (a, 0Gy+1) < p (Gs-1 OGv+1) 


i.e. 0G, ne rencontre pas G$-1. D'après le corollaire du théorème 2 
on déduit de là que 


Gin1 EG, Vv=1,2,... | (7) 

Il nous faut prouver la convexité holomorphe du domaine D. 
Fixons à cet effet un compact arbitraire À € D, posons r = p (X, 0D) 
et montrons que Kgm {z2E€D:p{(z 0D) >r} =D. 

Soit a€ DXD, un point arbitraire et supposons que r, = 
= p (a, 0D) < r. Il existe alors un pu > 1 tel que X U {a} EG, 
et p (a, 0G,) < p (X, 0G,). D’après le théorème 3 du n° 34 il s’en- 
suit que « n'appartient pas à À, = X (cw €t par conséquent il 
existe une fonction fo €EO(G,) telle que [fo (a) | > | fo lx- 


Quitte à la multiplier par une constante convenable, on peut ad- 
mettre que 


[fo(@)I>c+1 et [|follrk <ec—1, (8) 
où c >> 1. En vertu de (7) la fonction f, est holomorphe dans un voi- 
sinage Gi-1 — Guess et d’après le théorème 2 on peut l'ap- 
procher uniformément sur G}-_1 par des fonctions de © (G,+1), i.e. 
il existe une fonction f, € © (Gi+1) telle que || f, — fo Ile» _, < 3- 
Raisonnons ensuite par récurrence: supposons qu'on ait construit 
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des fonctions f; EO (Gi+;), 1 <j LÀ, pour lesquelles 
1 
If; — f5- 


(legs ar Fe 
Puisque en vertu de (7) la fonction f, est holomorphe dans le voi- 
sinage Gi+:x-1, le théorème 2 nous dit qu'il existe une fonction 
fn+1 CO (Gu+n+1) vVérifiant la condition (9) avec j = k + 1: ce 
qui prouve l'existence de la suite f}. 
Par construction, pour tout À = O0 la série 


Los 


fa+. D (5—f5-) (10) 


—=h+1 


est composée de fonctions holomorphes dans G,+, et converge uni- 
formément sur Gi+:x:-1. Vu que sa somme f ne dépend visiblement 
pas de k et que les ensembles G/.,:-1 épuisent le domaine B,ona 
fE€ © (D). De plus, en vertu de (8) et de (9) 


If(@)I>1fo(e)1— À 1f—til>e, 


jui 
Mel folle + D NÉ fou lle es 


donc a g kw Le point a étant arbitrairement choisi dans DXKD,, 


on a Am D; 

Prouvons en conclusion un fait simple mais important qui établit 
l’invariance des domaines d’holomorphie ‘par des applications 
biholomorphes. 


Théorème 4. Si D & C est un domaine d'holomorphie et D* est 
son image par une application biholomerphe ®, alors D* est aussi un 
domaine d'holomorphie. 


> Soit K* € D*. Puisque œ est holomorphe, l'ensemble 
= pl (KX*) E D aussi, et comme D est un domaine d’holomorphie, 


on a Kg € D. 
Il est aisé de voir que 


p Kou) = Rtypee (11) 


En effet, si un point w € D*Xo® (Xow)) alors : = pl (w) € DXK 
et il existe une fonction f € © (D) telle que | f (z)| > || f I]x ; posons 
g —=fop"; il est évident que g € © (D*) et [8 (w)| > [| 8 llxe, 
ce qui exprime que & € DK KE). 
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La relation KeuD) € D entraîne y (À 9) € D* et en vertu 


de (11), on a Ke) € D*. Donc D* est holomorphiquement con- 
vexe et par conséquent est un domaine d'holomorphie. <4 


$ 13. Pseudoconvexité 


Nous allons étudier une autre interprétation de la notion de 
convexité holomorphe qui possède deux qualités essentielles : d’abord, 
elle peut être formulée localement (et sous cette forme elle est facile- 
ment vérifiable), ensuite, elle s'exprime naturellement par des termes 
geométriques. 


36. Principe de continuité. Commençons encore par un théorème 
de prolongement analytique forcé. Pour l’énoncer on conviendra 
d'appeler surface holomorphe S de dimension m de C” l’image d’un 
domaine G € €" (m < nr) par une application holomorphe régulière 


op: G—+ Cr. (4) 


En particulier, pour m = 1 c'est une courbe holomorphe et si de plus 


G< Cest un disque et q est continue dans G, alors S = œ (G) s’ap- 
pelle disque holomorphe. Rappelons qu’une application (1) est régu- 


lière si le rang de la matrice de Jacobi (5) est égal à m en tout 


2v 
point de G. La surface (1) est dite bornée si l'ensemble S = œ (G) 
l'est dans C”. 
Pour les surfaces holomorphes bornées on a le principe du maxi- 
mum du module suivant. 
Si une fonction f est holomorphe dans un ensemble ouvert U & C”' 
contenant une surface holomorphe bornée S et est continue dans l'adhé- 


rence S (pour la topologie de C”), alors 
sup [f[< sup |f |, (2) 
S as 


où 0S = SXS. 
En effet, si sup [f [> sup | f | en un point bES, il existe un 


> 6S 
point a € @! (b) & G en lequel le module de la fonction fe ® holo- 
morphe dans G atteint son maximum. Mais alors f = const sur S, 
ce qui contredit le choix du point b. 
On dira qu’une suite d’ensembles M, est convergente vers un 
ensemble, M (et on note M, —— M) si pour tout e > 0 il existe un 
rang V, à partir duquel (v => v;) 


M,cM® et M< M, (3) 
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où Mts)et M? désignent les e-éclatements respectifs (i.e. la réunion 
de tous les polydisques Ü (z, e) centrés aux points des ensembles 
M, et M). 


Théorème (Belhinke — Sommer). Soit S, une suite de surfaces 
holomorphes bornées appartenant proprement à un domaine D de C". 
SiS, converge vers un ensemble S et 8. vers 
un ensemble l'etT € D (fig. 37), alors toute 
fonction f € O (D) se prolonge holomorphique- 
ment à un voisinage de l'ensemble S. 


D Puisque I € D, ilexiste un domaine 
GEDtel qu"1TE G; posons p (G, 0D)=— 
=r. Vu que 0S,— FT, il existe un v, à 
partir duquel 


0S,€ G. (4) 


Pour toute fonction f € © (D) et tout 
point z€ S.. le principe du maximum du module nous donne 


F1 I Iles 
d'où l’on déduit en vertu de (4) que pour v >v 


TfG)I< NT Île. 


Ce qui exprime que z et donc la surface S, tout entiere appartient 


pour v => à l'enveloppe convexe Cow D'après le lemme de 


prolongement simultané (n° 34) on en déduit que toute fonction 
fe © (D) se prolonge holomorphiquement au r-éclatement S° 
de toutes les surfaces $, d'indice v => vs. 

Enfin, puisque S,— S, il existe un v, > v, à partir duquel 
S & Str/2), donc toute fonction f € © (D) se prolonge holomorphique- 


ment au —-éclatement de l’ensemble S. <4 


Remarque. De la démonstration il ressort que dans le théorème 
de Behnke — Sommer on peut remplacer la classe © (D) par une 
classe de fonctions holomorphes uniquement dans l'intersection de 
D avec un voisinage de l’ensemble limite S UT. 

Le théorème de Behnke — Sommer s'appelle principe de con- 
tinuité *). De façon imagée, il exprime que la propriété d’une fonc- 
tion d’être holomorphe au voisinage des surfaces holomorphes S, 
reste en vigueur pour l’ensemble limite S de ces surfaces. 


*) Le cas particulier du théorème de Behnke — Sommer où  »sont des 
sous-ensembles fermés des droites complexes ’z — ‘a, et S un sous-ensemble 


, 


fermé de la droite ‘2 = ‘a —]lim ‘a, a été prouvé par Hartogs et s'appelle 


Vo 
théorème de continuité de Hartogs. 
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À titre d'exemple d'application du principe de continuité nous 
allons produire la démonstration d’un lemme dont nous aurons be- 
soin au paragraphe suivant pour étudier le prolongement des fonc- 
tions holomorphes dans des domaines tubulaires. 


Lemme. Soient x°, x!', x° trois points non alignés de l’espace 
R'(z), 1, = 2", z'] et LL, = [7, #1 des segments, À = 1°z'r° un 
triangle fermé. Si une fonction f est holomorphe dans un voisinage de 
l'ensemble (l, U !.) X R” (y), elle se prolonge holomorphiquement à 
un voisinage de l’ensemble À X R" (y). 
En d’autres termes, toute fonction 
f holomorphe dans un voisinage de 
la réunion de deux faces du tétraëèdre 
(fig. 38) se prolonge holomorphique- 
ment à un voisinage du tétraëdre. 


> Sans perdreengénéralité on peut 
admettre que x° — (0,0, ..., 0), x! — 
—=(1, 1, 0, ..., 0), 2° = (—1, 1, 
0, ..., 0), car on peut se ramener à 
ce cas par une transformation linéaire 
de l’espace C" (2) à coefficients réels *). 
Fig. 38 J1 suffit de montrer que f se prolonge 
holomorphiquement à tout point a de 
l'ensemble A = À X R'" (y). On peut admettre que a appartient à 
l'intersection de W et du sous-espace réel y — 0, i.e. au triangle À 
(on peut réaliser ceci par une translation de vecteur à composantes 
imaginaires pures). 
Ainsi il nous faut montrer que f se prolonge holomorphiquement 
à tout point a = (a,, a;, 0, 0, . .., 0), où a, et a, sont des nombres 
réels tels que a, << a; 1 (dans la disposition choisie des axes cette 
condition exprime que a € AX(L UL); pour a € L, U L, on a déjà 
conjecturé l’holomorphie de f). Menons par les points zx!, a et 1° 
la parabole 


r,=02i+$ (5) 
(pour cela il faut prendre a — A et P—=1—a; pour aæ —=1 la 
1 


parabole dégénère en la droite =1) et pour tout t, 0O<1<B, 
considérons la courbe holomorphe 
Sr= {5 EM: 2=aû +t,2s =... —=2n = 0). (6) 


Traitons la variable z, comme un paramètre sur S,. Pour prouver 
que S, est bornée, il suffit de montrer que lorsque z € S,, la variable 


*) Une telle transformation applique R° (x) dans lui-même et ne viole ni 
les conditions, ni les assertions du lemme. 
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z, prend ses valeurs dans un domaine borné du plan :,. Mais la 
projection de S$S, sur le plan 2, est définie par la condition 
(Re z,, Re z,, 0, ..., 0) E À qui s'écrit 


Inl<a(i—y)+1<1 (7) 
et qui définit le domaine limité par les hyperboles 
1 \2 2 
(at) ie 


(ce domaine est hachuré sur la figure 39). Remarquons encore que 


les courbes S,, 0 <<t<$, coupent KR” (x) suivant un segment, 
appartenant à A, de la parabole 


Ze = x + t, (8) 


parallèle à la parabole (5) (ce segment de parabole est représenté en 
pointillé sur la figure 38). 

Désignons par E l’ensemble des t € ]0, B] tels que f se prolonge 
holomorphiquement à un voisinage de S, ; l’ensemble E est visible- 
ment ouvert. Il n’est pas vide, car pour les t >> 0 assez petits on 
voit sur la figure 39 que le domaine (7) de variation de z, est situe 
dans un voisinage aussi petit que l’on veut du point z, = 0, donc 
S, est située dans un voisinage aussi petit du point z = 0, où f est 
holomorphe par hypothèse. Mais l’ensemble E est fermé aussi. En 
effet, si t, € J0, B] est un point d’accumulation de E£, il existe une 
suite S,, — 941, t, € E et de plus 0S,, —+ 68, et f est holomorphe 
dans un voisinage de tous les S,, et 6S,, (on remarquera que 6$, 
appartient pour tout £ € I0, B] à l’ensemble (2, U Z,) X R” (y), où 
f est holomorphe par hypothèse). On peut donc appliquer le principe 
de continuité (cf. remarque suivant sa démonstration) et conclure 
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que & € E. Donc E = ]0, f] et par suite f se prolonge holomorphi- 
quement à un voisinage de S3, or S% contient le point a. <« 


37. Pseudoconvexité locale. Rappelons la définition de la con- 
vexité (géométrique) ordinaire: on dit qu'un domaine D ={z€ 
€ R': (x) < 0} à bord de classe C* est convexe en un point fron- 
tière a si dans un voisinage assez petit U de a il est situé d’un côté 
du plan tangent T = T, (0D). Sans perdre en généralité on peut 
admettre que a = 0 et le développement taylorien de au point 0 
est de la forme 


q(r)= Lo (x) ++ Ho (x) +o(Ixl). (1) 


où L, est l’ensemble des termes linéaires et 


n 


Ed 
H(2= }» = | Tu Ty (2) 


Puisque les termes linéaires L, (x) = 0 sur T, la convexité est 
définie par la restriction à 7 de la forme quadratique À,: si D 
est convexe en 0, H, (rx) Ir > 0 et si Ho(xz) Ir > 0 pour zx #0, 
D est convexe. 

On a affaire à la pseudoconvexité locale lorsqu'on établit l’ana- 
logue complexe de ce critère. Supposons qu'un domaine D & C” 
est défini dans un voisinage Ü d’un point frontière a par la condition 


D'AUVU_={GEU: œ(z <0}, (3) 
s 0 op 
où pEC2(U) et Vp=(5E, Tr ). #0 pour tout zEU. 


La fonction œ sera appelée déterminante locale du domaine D 
dans le voisinage U. 

Il est aisé de voir que deux telles fonctions + et diffèrent d’un 
facteur strictement positif k € C! (U) si U est assez petit. En effet, 
en vertu du lemme de division (n° 31) il existe une fonction 
di E C1 (U) telle que + = kw, et de plus puisque œ et 1 sont toutes deux 
<0 dans U f\D et >0 dans UND, il vient k > 0 dans UN 9D. Or 
h == 0 sur 0D aussi. car en vertu du même lemme œ = h;1ÿ, où 
hi, = 1/h E CT (U), donc k >> 0 partout dans U. 


% Soit q une déterminante locale d’un domaine D dans un voi- 
sinage U. Montrer que si U est assez petit, toute forme w = C* (U) 
égale à O0 sur 0D AN ÙU peut être représentée par © = uw,, où 
©, € C*-1 (U) est une certaine forme. % 
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Le développement taylorien de au voisinage de a = ON est de la 
forme 


p()=2Re Lo (z)+ReK(5)++ Ho(:)+otizl), (4) 


LL 


n 
9 CA > 
LO=E Shi RO D RE ha 
v=l 


2 (5) 


Pour l’acquérir il suffit de développer @ en série de Taylor par rap- 
port aux variables z, et z, et de remarquer qu’en vertu de la réalité 
de p les termes contenant les dérivées par rapport à :, sont conjugués 
complexes des termes correspondants contenant les dérivées par 


rapport à z, et la somme de tous ces termes est égale au double de 
celle de leurs parties réelles. 


On voit que contrairement à (1) les termes du second ordre du 
développement (4) se scindent en deux groupes: Re X, (z) et 


+ Ho(s). Désignons À H, (2) par 


n 
29 


H,(, ©) = » + 


nt ER d2y 


OuO, (6) 


L d 
- 


et appelons-la forme de Levi de la fonction au point z. Puisque 


q est réelle, cette forme est hermitienne ( qe 7 | et 
Zu 22 02 0 
par conséquent prend des valeurs réelles sur tous les vecteurs © € C”. 
Il est immédiat de vérifier les propriétés suivantes. 
a) Si k € C* au voisinage d’un point z et est réelle, alors 


H, (hp, &) = hH, (q, &) + qA, (k, &) + 2Re 6 (w) 8h (w), (7) 
où dp(o) = br To, et idem pour 0 (w). 
v=1 


b) Si € C? est au voisinage du point œ (z) une fonction réelle 
de p, alors 


H, (bo, ©) = (+) 4, (p, ©) + #” (+) | dp (o) F. (8) 
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c) Sif: U — C”" est une application holomorphe et 1 € C*? dans 
un voisinage du point jf (z), alors 


H, (4 of, o) a H ;(2) (F, fx), (9) 


où f, —= df est la différentielle de l'application f au point z. 

La dernière propriété montre que la forme de Levi est inva- 
riante par les applications biholomorphes. La forme Æ, n’est pas 
invariante ; plus, on peut l’éliminer par une application biholo- 
morphe convenable. 


Lemme. Si la frontière d'un domaine D est deux fois différentiable 
au voisinage d'un point a, il existe une application biholomorphe f, 
Î (a) = 0, d’un voisinage U de a telle que G = f (D fN VU) possède au 
voisinage du point iw — 0 une fonction déterminante admettant pour 
développement de Taylor 


Ÿ () = 2Re wa + FH 6, w) + 0 (lu f°). (10) 


> Supposons que a — 0 et que dans son voisinage il existe une 
déterminante locale du domaine D, pour fixer les idées une fonction 
œ de développement taylorien (4). Choisissons dans un voisinage U 
de 0 les nouvelles coordonnées de w de telle sorte que w,, . - ., Wan 
soient des HAS ORIEES dans le plan complexe tangent {L, (2) = 0! 


et w, = L, (z) + 74 o (). Puisque X, est composée de termes quad- 


ratiques, l'application w = f (z) est biholomorphe si U est assez 
petit. 

L'image G = f (D f\ Ü) est définie par l'inégalité 1 (w) << 0, où 
db = pof”l; en portant z — f-! (w) dans le développement (5) que 
l’on peut encore écrire 


p(2) =2Ref; (2) + Ho (y. z) +o(|z |), 


on obtient en vertu de (9) 
Ÿ (w) = 2 Re w, + Ho (b, w) + 0 (lw '). 


Donc, parmi les termes du second ordre du développement tay- 
lorien de la déterminante locale, le plus important pour l’analyse 
complexe est la forme de Levi. C’est précisément elle qui est à la 
base de l’analogue complexe de la convexité : au lieu de la restriction 
de tout ce groupe de termes du second ordre au plan tangent T, (0D) 
on envisage la restriction de cette forme au plan complexe tangent 
Tc (0D). 


Définition 1. Un domaine D à frontière deux fois différentiable 
au voisinage d’un point a est dit pseudo-convexe en a si au voisinage 
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de a il existe une déterminante locale ® du domaine D telle que 


H, (+, w) > 0 pour tout w € T© (0D), (11) 
et strictement pseudo-convexe si 
H, (wo, w) > 0 pour tout w € TS (0D), w 0. (12) 


Citons quelques exemples. 

1. Le polydisque U"—= {2€ C": [|zi|<1}. Aux points 
a E OU" appartenant à la face S, = {| z, | — 1} mais pas au squelette 
T, on peut prendre œ (z) = 2,2, — 1 pour fonction déterminante. 
La forme de Levi H, (®, &) = | w, [* est positive, mais elle s’annule 
sur des vecteurs « tels que w, = 0. i.e. précisément sur le plan com- 
plexe tangent T° (dU”) (l'équation de ce dernier est a, (2, — a,) — 
= 0 ou a,w, = 0 et de plus a, 0, de sorte que w, = 0). Donc en 
ces points le polydisque est un domaine pseudo-convexe mais non 
strictement pseudo-convexe. 

2. La boule B" = {2€ C": |z | = 1}. Pour tout point a € 9B" 


une fonction déterminante est œ (z) — ” 2,2, — 1, sa forme de 


v=i 
n 


Levi H,(p, ©) = à &,0, = [w/>0 pour w-Æ0. Donc la 


v=!I 


boule est strictement pseudo-convexe en tout point frontière. 


%& Montrer que 1) tout domaine D € C” convexe (resp. stricte- 
ment convexe) en un point est pseudo-convexe (resp. strictement 
pseudo-convexe) en ce point et que la réciproque n'est pas vraie; 
è) le domaine D = {2€ C: |z, F —+— | 2, 1} est strictement 
pseudo-convexe en tous les points de 0D, excepté le cercle {| 2, | = 
= 1, z, = 0}, où il est pseudo-convexe. % 


Il est aisé de voir que dans la définition de la pseudo-convexité 
et de la pseudo-convexité stricte les propriétés ne dépendent pas du 
choix de la déterminante locale. En effet, puisque œ (a) = 0 et 
ôœ (w) — 0 pour tout «© € TS (0D). la formule (7) nous donne pour 
une autre fonction déterminante Ÿ = A 


Ha (Ÿ; ©) = h (a) H, (y; 0) *). 


Mais d’après ce qui a été prouvé plus haut, À (a) > 0, de sorte que 
les restrictions des formes de Levi des fonctions œ et 1 à T£ (0D) 
sont de même signe. 


Théorème 1. Au voisinage d'un point a de stricte pseudoconvezité 
le domaine D possède une fonction déterminante dont la forme de Levi 


| Ç a formule (7) est valable aussi pour les fonctions h € C1 (U), puisque 
@ (a) = 0. 
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est strictement posilive non seulement sur le plan complexe tangent 
T° (0D), mais aussi pour tout w & 0. 


> Puisque D est strictement pseudo-convexe dans un voisinage 
U de a € 9D, il existe une fonction déterminante satisfaisant à la 
condition (12). Si U est assez petit, la fonction ÿ — @ + kp° y sera 
aussi une déterminante pour toute constante À => 0 (en particulier, 
V® = Ÿ (p) Vr = 0). Comme (a) = 0, on a en ce point #’ (p) — 
— 14 + 2kp = 1 et d’après la formule (8) 


Ha lt, ©) = Ha (g, w) + 2k | 8p (w) . (13) 


Il suffit de prouver que la forme H, (, ©) > 0 sur la sphère 
S = {w EC’: | o | =1}. car H, (4, Aow) = | À? |, (+, o). Posons 
So = {HES: H;(p. w) L 0}; si cet ensemble est vide, on peut 
poser À — 0. S'il ne l'est pas, il existe en raison de la compacité une 
constante M >> 0 telle que H, (9. w) > —M pour tout ©&E€S.. 
Eu vertu de (12) on a H, (@, w) > 0 pour ôp (w) = 0, i.e. pour 
© € TS (0D) ; donc de (wo) 0 sur S, et par suite il existe une cons- 
tante m >> O0 telle que | d (wo) | > m. Si l’on prend k > M/2m°, 
on a en vertu de (13) et des estimations établies sur S, 


H, (+, ©) > —M + 2km° > 0, 


et de toute évidence F, (ÿ, ©) > 0 sur SXS,. 
Puisque la forme de Levi Æ, (Ÿ, œ) d’une fonction q deux fois 
différentiable dépend continüment de z, il s'ensuit du théorème 1 le 


Corollaire. Si un domaine D est strictement pseudo-convexe en un 
point frontière a, il existe dans un voisinage assez petit U de ce point 
une fonction déterminante œ telle que 


H,(®@. w) > 0 pour tout zE U ct w € C'X {0}. (14) 


Ce théorème entraîne aussi une proposition reliant la pseudo- 
convexité stricte et la convexité géométrique. 


Théorème 2. Si un domaine D est strictement pseudo-convexe en un 
point frontière a. il existe une application biholomorphe d'un voisi- 
nage U de a appliquant 9D f\ U dans une portion de la frontière d'un 
domaine géométriquement convexe. 


> Supposons que a = 0 et soit une déterminante locale du 
domaine D telle que celle du théorème 1. En effectuant la transfor- 
mation biholomorphe f: ÜU —+ C” décrite dans la démonstration du 
lemme (cf. plus haut), on trouve que la fonction 1 = p°f"! déter- 
minante du domaine D dans un voisinage du point f (0) = O0 est 
justiciable du développement (10) dont les termes du second ordre 
se réduisent à 


+Ho tt, ©) = 5H (e, fu). 
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D'après le théorème 1 cette forme est =>0 pour tout w = 0, donc 
sa restriction au plan tangent (réel) à f (D f\ U) en tous les points 
assez proches de w = 0 l’est aussi. Or ceci exprime la convexité 
géométrique. < 


La pseudoconvexité et la pseudoconvexité stricte ont sur la 
convexité holomorphe l’avantage d’être locales, donc faciles à véri- 
fier. Mais contrairement à la convexité holomorphe, elles ne peuvent 
caractériser les domaines d’holomorphie que localement. 


Définition 2. On dit qu’un domaine D est holomorphiquement 
inextensible à un point frontière a s’il existe un voisinage U, de a 
et une fonction f holomorphe sur l’ensemble ouvert U, ND et non 
prolongeable holomorphiquement au point a. 


I] est clair que tout domaine d’holomorphie n’est holomorphique- 
ment inextensible à aucun point de 0). E. Levi a posé le problème 
inverse en 1910 déjà. 


Problème de Levi. LU’ domaine D inezxtensible holomorphiquement 
à aucun point frontière, est-il un domaine d'holomorphie ? 

La difficulté majeure de ce problème se trouve dans l’impossi- 
bilité de passer d'une propriété locale à une propriété globale. Si 
D est inextensible holomorphiquement à un point a € 9D, il existe 
une barrière locale — une fonction f, (z) holomorphe dans U, ND 
et non prolongeable holomorphiquement au point a. Mais comment 
construire avec de telles barrières locales une barrière globale, i.e. 
une fonction holomorphe dans le domaine D tout entier et non pra- 
longeable à a? Cette difficulté n’a été surmontée qu’en 1953 par 
K. Oka qui a prouvé que le problème de Levi admettait une solution 
pour tout domaine D & C”. La résolution de ce problème fera l’objet 
du chapitre suivant. 

Localement le problème de l’inextensibilité holomorphe d'un 
domaine est simple et se résout en termes de pseudoconvexité locale. 


Théorème 3 (Levi — Krjoska) *). Si un domaine D à frontière 
deux fois différentiable dans un voisinage d'un point a est strictement 
pseudo-convexe en a. alors D est holomorphiquement inextensible à ce 
point. Réciproquement. si D est holomorphiquement inextensible à un 
point a, elle est pseudo-convere en ce point. 


> Supposons que a = Ü et soit p la déterminante locale du do- 
maine D en a. Sans perdre en généralité on peut admettre que la 
partie linéaire du développement taylorien de en z = 0 est L, (z) — 
— 2/2: le cas général se ramène à celui-ci par une transformation 
linéaire régulière ne modifiant ni les conditions. ni les assertions du 


*) Ce théorème a été prouvé par Levi en 1909 pour nr = 2 et par Krjoska 
en 1933 dans le cas général. 
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théorème. Alors en vertu de (4) ce développement devient 
1 o 
p (2) = Re (za + Ko (2)) + 59 (2) + 0 (12 F) (15) 


et le plan complexe tangent TS (0D) = {z, = 0}. 

a) Soit D un domaine strictement pseudo-convexe en a = (. 
Comme dans la démonstration du théorème 1, on peut remplacer 
par la fonction @ + kg”, où la constante k est choisie de telle sorte 
que la forme de Levi H, (z) soit =>0 non seulement sur TS, mais aussi 
pour tout : = Oet de plus ce changement ne modifie pas la forme (15) 
du développement de @. Mais en vertu de l’homogénéité, on a alors 


HG)=1zFH(z1z)>ZmIzf, 


où m > 0 est le minimum de A, sur la sphère {|z| = 1}. 

Considérons maintenant la fonction holomorphe f (z) = z, + 
— 4 (2); sur le niveau nul {f (z) = 0}, si | z | est assez petit, on 
a en vertu de (15) 


pU)=+ BH )+o(1 > I1P+ 0(1219) > 0. 


Donc le niveau {f (z) — 0} passant par le point a = 0 est situé 
entièrement à l’extérieur de D dans un voisinage U assez petit de 0. 
On en déduit que la fonction 1/f est holomorphe dans D f\ U, mais 
nest pas prolongeable holomorphiquement au point a = 0, i.e. 
D est holomorphiquement inextensible à ce point. 

b) Supposons que D n’est pas pseudo-convexe en a = 0. Ilexiste 
alors un vecteur © € TC, i.e. w = (’w, 0), tel que H, (w) << 0. Con- 
sidérons la courbe holomorphe S,, section de la surface {z, + 
— K (2) = 0} par le plan de dimension complexe 2 tendu sur l’axe 
zh et le vecteur &w. Cette courbe peut être définie à l’aide du para- 
mètre complexe € par les équations 


z='@k 2 =8(0) = al +o(lcf) 


(on a tenu compte du fait que S, est tangente à w en z = 0). Comme 
dans la première partie de la démonstration, on trouve que | ® | Ss = 


= SL (wo) [GP +o(l cl). Puisque FH, (o) << 0, tous les points 


de la courbe S$, excepté le point z = 0 sont contenus dans le domaine 
D pour les | & | assez petits, pour fixer les idées pour | & | < 6. 

I] est clair que pour les t >> 0 assez petits. les disques holomorphes 
bornés S, = {’z = "ot. z, = g(t) —t: | | 6} sont entière- 
ment contenus dans le domaine D et S,— S, et 05, — 0S, lorsque 
t— 0. D'après le principe de continuité (cf. n° 36), on en déduit 
que D n’est pas holomorphiquement inextensible au point z = 0. <« 


Corollaire. Soit f une fonction réelle de classe C? au voisinage d’un 
point a EC" telle que @ (a) = 0 et que sa forme de Levi H, (9, w) 
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possède sur TS (S), où S = {p(z) = 0}, au moins une valeur propre 
strictement négative (i.e. il existe un vecteur © € TS (S) tel que 
H, (y, ©) < 0). Alors toute fonction f holomorphe dans cette région 
du voisinage de S où q << 0 se prolonge holomorphiquement au point a. 


> Ce fait a été établi dans la partie b) de la démonstration du 
théorème de Levi — Krjoska. 


Remarque. Supposons qu’une hypersurface complexe À — 
= {f (z) = 0} est tangente extérieurement en un point frontière 
a à D. Ceci exprime que f (a) = 0, mais que la surface À est exté- 
rieure à D dans un voisinage U,. Alors D n’est pas holomorphique- 
ment extensible au point a (la fonction 1/f n’est pas prolongeable) 
et par suite il est pseudo-convexe en ce point 
en vertu du théorème prouvé. Cette condition 
suffisante de pseudoconvexité ressemble à 
la condition nécessaire et suffisante de conve- 
xité céométrique (au lieu de À il faut consi- 
dérer un hyperplan réel). 


Jusqu'ici nous avons étudié des domaines 
à bord de classe C*, mais la notion de pseudo- 
convexité locale peut être formulée dans le 
cas général aussi. Pour cela on conviendra de | 
dire qu’une famille de disques holomorphes est Fig. 40 
tangente intérieurement à un domaine D s’il 
existe une telle famille $, Œ D, 0<t<t,, convergeant pour 
t —+ O0 vers un disque S de telle sorte que S, — S, 9$S, —+ 0S et de 
plus 4S € D et S contient le point a (fig. 40). L'absence de cette 
propriété sera prise pour définition de la pseudoconvexité locale 
dans le cas de domaines à bords quelconques. 


Définition 3. On dit qu'un domaine est pseudo-convexe en un 
point frontière a si aucune famille de disques holomorphes ne lui 
est tangente inférieurement en a. 

Si, en particulier, la frontière 0D € C* dans un voisinage du 
point a et est pseudo-convexe en a au sens de la définition 1, alors 
elle est pseudo-convexe au sens de la définition 3. En effet, dans la 
partie b) de la démonstration du théorème de Levi — Krjoska on 
a prouvé que si 0D n’est pas pseudo-convexe en un point a au sens 
de la définition 1, une famille de disques holomorphes lui est tan- 
gente intérieurement en ce point. Signalons que la notion de pseudo- 
convexité stricte implique la C*-différentiabilité de la frontière 
et ne se généralise pas à des domaines arbitraires. 


38. Fonctions plurisubharmoniques. Pour passer de la pseudo- 
convexité locale à la pseudoconvexité globale nous aurons besoin 
de la notion de plurisubharmonicité. Dans l'Annexe au tome 1 nous 


15—0848 
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avons signalé que la subharmonicité était l’analogue multidimen- 
sionnel de la convexité des fonctions d’une seule variable réelle. En 
effet, une, fonction f: [«, B] — R est convexe (vers le bas) si pour 
tous x’, x” Elx, B]l la meilleure majorante linéaire de f sur l’inter- 
valle z’, z”], i.e. la fonction qui au point x — (1 —t)zx + tr” 
prend la valeur h (x) = (1 — t) f (x) + tf (x°), satisfait à la con- 
dition 
f(x) <h (x) pour tout x Ex’, zx”. 


(On rappelle que les fonctions linéaires d’une seule variable sont les 
analogues multidimensionnels des fonctions harmoniques.) 

Les fonctions convexes de plusieurs variables peuvent aussi étre 
définies comme des fonctions dont la restriction à toute droite réelle 
est une fonction convexe d'une seule variable. Une fonction d’une 
seule variable C*-différentiable est convexe si sa dérivée seconde est 
positive ; or d’après la règle de dérivation d’une fonction composée, 
on a pour la restriction d’une fonction f de plusieurs variables de 
classe C? à la droite x = 2° + ot 


ié+o)= > 


Oxu 07 
H, v=i 


(ONTORE 
hat: 


Donc une telle fonction est convexe si la forme quadratique obtenue 
est positive pour tout © € R". 

Les fonctions plurisubharmoniques sont l’analogue complexe des 
fonctions convexes de plusieurs variables. 


Définition 1. On dit qu’une fonction @: D — [—o, œ[ est 
plurisubharmonique dans un domaine D & C” si: 1) elle est semi- 
continue supérieurement dans D et 2) pour tout point z° de D et 
toute droite complexe z = L (£) = 2° + où, où w EC”, ÊEC, la 
restriction de à cette droite, i.e. la fonction ce L(£) est subharmoni- 
que sur l’ensemble ouvert {È EC: 1(L) ED}. 


On rappelle qu’une fonction semi-continue supérieurement dans 
un domaine D € C” est par définition une fonction réelle @ dans D 
susceptible de prendre la valeur —o mais pas la valeur + et 
telle qu’en chaque point z° de D 


lim sup (2) < 9 (1°) (1) 


ou encore si pour tout e >> 0 il existe un Ô — 6 (2°, e) >> 0 tel que 
p(z)=q(#)<e, si p()#— 0 2) 
p(z) << — 1/2, si ®(z)= — co. À 


Une condition nécessaire et suffisante pour qu'une fonction 
soit semi-continue supérieurement est que pour tout & € J—co, oof 


ami <6 = | 


8 13] PSEUDOCONVEXITE 297 


l’ensemble des valeurs strictement inférieures {z € D: q(z) < «} 
soit ouvert. Du côté des valeurs strictement supérieures les fonctions 
semi-continues se comportent comme des fonctions continues. En 
particulier, sur les compacts À € D elles sont bornées supérieure- 
ment et prennent leurs valeurs maximales (il n’est pas nécessaire 
qu'elles soient bornées inférieurement et prennent leurs valeurs 
minimales. 


Comme exemples importants de fonctions plurisubharmoniques 
citons les logarithmes du module des fonctions holomorphes: si 
fEOC(D), alors œ(z) = Ln |f(z) | est semi-continue supérieure- 
ment dans D (elle est continue aux points où f (z) = 0 et tend vers 
— co lorsque z tend vers les zéros de f) ; quant à sa restriction à toute 
droite complexe z = L (£), elle est subharmonique en tant que loga- 
rithme du module d’une fonction holomorphe d’une variable f. 1 
(cf. Annexe du tome 1). 

Les fonctions subharmoniques ee classe C* se caractérisent par 


la positivité du laplacien À = 4 2 Si une fonction œ est de classe 


C? dans un domaine D € C”, la règle de dérivation d’une fonction 
composée nous donne pour sa restriction à la droite complexe 
z=2 + oË 
n 
dp(° +) _ D 93 
ôt 0Ù Oz 02% 


On obtient donc le critère suivant: 


QuDae 
50 RP 


HU, v=1 


Théorème 1. Pour qu'une fonction @ € C* (D) soit plurisubharmo- 
nique, il est nécessaire et suffisant qu'en chaque point z € D la forme 
n 
H, (q, w) = D | w,®,>0 pour tout &EC". (3) 
_, Ou Ôzy 
U. v=1 
Nous retrouvons la forme de Levi étudiée au numéro précédent 
dans le cadre de la notion de domaines pseudo-convexes. Signalons 
encore une importante classe de fonctions plurisubharmoniques de 
classe C?, liée à la notion de pseudoconvexité stricte. 


Définition 2. On dit qu'une fonction o est strictement plurisub- 


harmonique dans un domaine D € C" si 1) ® € C? (D) et 2) en tout 
point z de D la forme de Levi 


H, (®, ©) > 0 pour tout @ € C'X {0}. (4) 
Remarque. À la forme hermitienne de Levi 


ñ 


0? = 
H (p dz) = ————— 2, dz 
4 2 : à GER 02, h v 


15* 
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est associée par la règle standard mentionnée au n° 18 la forme 
différentielle 


+ X —— dz, À dz, = dd‘. 
M, v=i rt 
D'aprèsla convention adoptée au n° 18, la plurisubharmonicité (stricte) 
d’une fonction œ de classe C* peut être caractérisée par la positivité 
(stricte) de la forme dd‘. 

Les liens entre les fonctions plurisubharmoniques et les domaines 
pseudo-convexes seront étudiés au numéro suivant. On se penchera 
ici sur les propriétés de ces fonctions en nous intéressant aux fonc- 
tions qui ne sont pas nécessairement de classe C? mais seulement 
semi-continues supérieurement dans le cas général. 

Sur la définition 1 on voit que les propriétés des fonctions plu- 
risubharmoniques se ramènent simplement à celles des fonctions 
subharmoniques. En particulier, les théorèmes prouvés en Annexe 
du tome 1 entraînent immédiatement les propositions suivantes: 

1° Si une fonction œ plurisubharmonique dans un domaine D 
atteint un maximum local en un point z° € D, elle est constante 
dans D. 

2° Une fonction plurisubharmonique dans un voisinage de tout 
point z° de D est plurisubharmonique dans D. 

3° Si l'enveloppe supérieure 


p (z) = sup pe (2) 
a£ A 


d'une famille de fonctions @,, &« € À, plurisubharmoniques dans D 
est semi-continue supérieurement dans D, elle est plurisubharmo- 
nique dans D. 

4 Pour qu’une fonction  semi-continue supérieurement soit 
plurisubharmonique dans un domaine D, il est nécessaire et suffi- 
sant que pour tout point z de D et tout vecteur « de C” il existe un 
nombre r, = ro (Z, ©) tel que 


2x 


PAS | (GE +oreit) dr, (5) 
0 


quel que soit r <<r, (critère de plurisubharmonicité). 

On a aussi la proposition 

5° Pour toute fonction @ plurisubharmonique dans un voisinage 
de z° € C” la valeur  (z°) est < à la valeur moyenne sur une sphère 


{[z— 2 |=7r} de rayon r assez petit: 
1 
PRET | (do, (6) 
{lz2-20]—7) 


où © (r) est l'aire de cette sphère et do l’élément d'aire. 
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> On peut sans perdre en généralité admettre que z° = 0. La 
valeur moyenne du second membre de (6) s'écrit alors 


S(r)= | () 50 (7) 


Sr 


où S,—= {|z|—=r} et oo = din |z/{ À (ddIn |zf)"-!/x" est 
la forme de Poincaré (cf. n° 19). L'intégration dans (7) peut être 
effectuée d'abord le long de l'intersection de S, et de la droite com- 
plexe L, = {z = wl}, ï.e. le long du cercle {| GC | =r}, et ensuite 
sur l'ensemble {la} = Pr-1 de telles droites (on admet que | © | = 1). 


Puisque sur /,, la forme L de In |z[ = =, où t — Arg Ë (cf. n° 19), 
on a 


27 
S()= | -(@dmizlpt x | p(ureït) dt. (8) 


pri 


En vertu de la formule (5) dans laquelle z = O0, l'intégrale inté- 
rieure est => œ (0) et dd° In | z [?/x = «, est la forme normalisée de 
Fubini — Study pour P"-!. Donc 


S(>9(0) | w7-'=(0) 


pr-1 


(on s’est servi du théorème 1 du n° 19). 4 

La proposition 5° entraîne comme dans le tome 1 

6° Toute fonction œ plurisubharmonique dans un domaine 
D & C'est une fonction subharmonique de 2n variables réelles, i.e. 
pour tout point z° € D et toute boule B = {| z — 2 | <r} derayonr 
assez petit, toute fonction k harmonique *) dans B et continue dans B 
est telle que 


P los LR los Pr LR]. (9) 
Nous aurons encore besoin de la proposition suivante: 
7° Si une fonction œ est plurisubharmonique dans un voisinage 


d’un point z° de C”", sa valeur moyenne S (r) sur une sphère 
{[z— 2 | =r} est une fonction strictement croissante de r. 


> On admet encore que z° = 0. On voit sur (8) qu’il suffit de 
prouver la croissance stricte de la valeur moyenne de la fonction 
subharmonique u (€) = q (w£) sur le cercle {| Ê | = r}, i.e. de la 


*) On rappelle quest harmonique une fonction h de classe C2? pour la- 
92h 


quelle en tout point >  — 
v V 


230 PROLONGEMENT ANALYTIQUE (CH. III 
quantite 


PA 
s()=— \ u (reï!) dt. 
0 


Supposons que r, > r1 et soit k (©) la meilleure majorante har- 
monique u dans le disque {| € | << r,} (cf. n°3 de l’ Annexe du tome 1). 
Les propriétés des fonctions subharmoniques et harmoniques nous 
donnent alors 


271 27 
s(r)=—— \ h (rie!) di = ( h (ref!) dt=s(r:). € 
0 0 


Montrons maintenant que toute fonction plurisubharmonique peut 
être approchée par des fonctions de même nature mais de classe C”. 


Théorème 2. Pour toute fonction œ@ plurisubharmonique dans un 
domaine D € C", on peut construire une suite strictement croissante 


d'ensembles ouverts G, (u = 1, 2, ...), UG, = D, et une suite 
u=i 


strictement décroissante de fonctions ®, € C”(G,) plurisubharmoniques 
dans G, convergente vers q en' tout point z de D 


Pu (Z)— PZ),  Pu+i < Pu- 


D Si p = —oc, pour , on peut prendre la suite q, (2) = —y. 
Dans le cas général la suite , se construit par des moyennisations. 
Considérons la fonction 


k ce 1/(1-12/2), [z|<1, 
QE 0, 2124, 


et choisissons la constante c de telle sorte que l'intégrale de À étendue 
à l’espace C” tout entier soit égale à 1 (en fait, c’est une intégrale 
étendue à la boule { |z|<<1}, car À — 0 à l'extérieur de cette 
boule). On peut prendre cette fonction pour noyau de moyennisation 
en posant 


(10) 


m()= | p(24+4) Kw) a, (11) 


où dV est l'élément de volume à 27 dimensions et l'intégration est 
étendue à l’espace C” (en fait, à la boule unité). Il est clair que toute 
fonction ®, est définie dans la (1/u)-compression du domaine D, i.e. 
dans l’ensemble ouvert 


G, = {2€ D: 6(z, 0D) > lu}, 
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où Ô est la distance euclidienne. Il est clair aussi que Gu € Gui 


pour tout u et que Ü Gu = D. 


Le changement de tt z + rs — w ramène l'intégrale (11) 
à la forme 


Qu (2) = n°" | o (uw) K (u (w—2) dv, 


d'où il ressort que p, € C”’(G,) (en effet, l'intégrant, donc l’inté- 
grale, dépendent C”-différentiablement de z). En se servant du cri- 
tère exprimé par l'inégalité (5), on établit sans peine la plurisub- 
harmonicité des fonctions p,: pour tous z2€ G,, © EC" et tout r 
assez petit 

21 
— ( Pu (z2+ oreït) dt = 
ie 

2x 


= K (w) ee \ y (++ ore } dt} dv > 


>| Kw) ç (244) a = qu (2) 


(on s’est servi du fait que æ est plurisubharmonique et le noyau K, 
positif). 
Les changements dV = do, dr, où do, est l’élément d’aire de la 


sphère {|w | =r}, et z + re w ramènent (11) à la forme 


1 
(= ka | o (+7) 40, 


U (lw|=r} 


1 
— \ Æ (r) dr p°?"-1 \ p (w) do , — 
$ (era) # 


1 
=j roue E)s(Ear | 068 (Er (12) 


où S (r/u) est la valeur moyenne de œ sur la sphère { | w — r | — 

= r/p} et u*-'o (r/u) = o (r), l'aire d'une sphère de rayon r *). 
En vertu de la propriété 7° on conclut maintenant que les fonctions 
, décroissent lorsque u croît. 


*) On écrira Æ (r) au lieu de X (w), car en vertu de (10) X dépend de 
|w| = r seul. 
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La fonction œ étant subharmonique, sa valeur moyenne S (r/u) > 
>: p (z) et comme 
1 
( K(r)o(r) dr = \ K dV—1, 
0 


on déduit de (12) que , (z) > y (2) en tout point z € D pour tous 
les u à partir d’un certain rang u,. D'autre part, la fonction q étant 
semi-continue, pour tout & > 0 on aura œ(w) — @(z) <e pour 
tout w assez proche de z, i.e. S (r/u) <  (z) + e& pour tout >; 
pour de tels u on déduit de (12) que p, (z) < œ (z) + €. Donc pour 
tout z2E€ D 


ss Qu (z) = (2). 


Remarques. 1. La limite d’une suite strictement décroissante de 
fonctions subharmoniques est une fonction subharmonique (cf. 
exercice 40 de l’Annexe du tome 1) et cette assertion s'étend immé- 
diatement aux fonctions plurisubharmoniques. Le théorème 2 admet 
donc une réciproque. 

2. Dans le théorème 2 on peut admettre que les fonctions d’ap- 
proximation sont strictement plurisubharmoniques: pour cela il 


suffit de remplacer @, (z) par ®, (z) + F | z [°. 


Théorème 3. Si une fonction œ est plurisubharmonique dans un 
domaine D & C° et +: p(D) — KR est une fonction convexe stricte- 
ment croissante de classe C*, alors bo @ est plurisubharmonique dans D. 


> Supposons tout d’abord que ® € C3 (D). D'après la propriété b) 
de la forme de Levi (n° 37), 


H, (pop, ©) = ep (2) H,(p, ©) + bb’. (2) | 8 (o) F, 


et puisque Ÿ’, #” > 0, le théorème est prouvé pour ce cas. 

Dans le cas général on se sert du théorème 2 et de sa réciproque: 
approchons œ par une suite de fonctions plurisubharmoniques diffé- 
rentiables p, convergeant de façon monotone vers p; d’après ce 
qui a été prouvé les fonctions 4°, sont plurisubharmoniques et 
comme # est une fonction continue strictement croissante, on a 
You N Pop, donc Yo est plurisubharmonique. 

Dans la définition d’une fonction plurisubharmonique on exige 
que ses restrictions à des droites complexes soient des fonctions sub- 
harmoniques. Cette propriété peut être renforcée comme suit: 


Théorème 4. La restriction d’une fonction @ plurisubharmonique 
dans un domaine D € C" à une surface holomorphe à m dimensions 
f: G—C", GC", est aussi une fonction plurisubharmonique sur 
l'ensemble ouvert G = {CE G: f(0) ED}. 
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> Pour simplifier les raisonnements formels on se bornera au 
cas m —= À, i.e. on montrera que la restriction de œ à une courbe 
holomorphe z = f (£) est une fonction subharmonique. 

Supposons tout d’abord que @ E C* (D). Alors pour x = pof 
la règle de dérivation d'une fonction composée nous donne en tout. 
point © de G 
Gu NO 0  ôfu [ 0 


d : Gzudz 6 | 0 


vi 
La fonction p étant plurisubharmonique, le théorème 1 nous dit que- 
la forme du second membre est positive, or ceci exprime que u (Ë) 
est une fonction subharmonique. 

Le cas général se ramène à celui qui vient d’être traité à l’aide. 
du théorème 2 et de la remarque qui le suit. <« 


Corollaire. Le principe du maximum est valable pour la restriction 
à une surface holomorphe S d'une fonction @ plurisubharmonique dans 
un voisinage de S. 

En particulier, pour une surface holomorphe bornée S (cf. n° 36) 
ce principe peut être formulé comme suit: 


1 Ils = 19 Îles- (13) 


Enonçons encore sans le prouver *) un théorème de prolonge- 
ment des fonctions plurisubharmoniques identique au théorème. 
de Riemann de prolongement des fonctions holomorphes (théorème 3 
du n° 32): 


Théorème (Grauert — Remmert). Toute fonction bornée et partout 
plurisubharmonique dans un domaine D & C" à l'exception d'un en- 
semble analytique peut être prolongée en une fonction plurisubharmo- 
nique dans D. 


39. Domaines pseudo-convexes. Nous étudions ici les domaines. 
pseudo-convexes en chacun de leurs points frontières et envisageons. 
ainsi la notion de pseudoconvexité sous son aspect global. L'une 
des caractéristiques des domaines convexes de R” est la possibilité: 
de les épuiser par des ensembles de valeurs inférieures de fonctions: 
convexes, i.e. l'existence dans ces domaines d'une fonction convexe 
qui croît indéfiniment au voisinage de la frontière. On est conduit 
à la notion de pseudoconvexité globale si l’on remplace la structure- 
réelle par la complexe. 


Définition 1. On dit qu’un domaine D € C” est (globalement) 
pseudo-convezxe s’il existe une fonction plurisubharmonique w telle 


*) H. Grauert, R. Remmert. Plurisubharmonische Funktionem 
in Komplexen Räumen. Math. Zeitschr., 1956, 65 ; 2, 175-194. 
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que u (z) + +oo lorsque z —+ 0D ou, en d’autres termes, telle que 
{zED:u(z) <a} E D pour tout &aE€ER. (1) 


Remarquons que tout domaine du plan C est pseudo-convexe. En 


effet, dans C\{ 6} pour fonction u de la définition on peut prendre 
u(z) = 1/|z2— Cl|siéoæoetut(z) = |z|si 6 — oo. Dans le cas 
général, les conditions de la définition sont satisfaites par la fonction 


4 1 
u(z)= 12] + Ja er 0e 0D) 


{ô représente la distance euclidienne), car elle est continue *) et est 
l’enveloppe supérieure d’une famille de fonctions subharmoniques. 

Pour nr >> 1 la notion prend une signification claire : elle met en 
évidence une importante classe de domaines pseudo-convexes au sens 
du n° 37 en tous les points frontières. 


% Montrer que pour n > 1 le domaine D = {2€ C':r<|2z|< 
<< R} n’est pas pseudo-convexe en tous les points frontières. % 


On conviendra d'appeler rayon de Hartogs d’un domaine D & C” 
en un point a € D le rayon R (a) du plus grand disque de centre a 
contenu dans l'intersection de D et de la 
droite complexe l = {’z2 = "a, zx = Ê} pa- 
rallèle à l’axe z,: 


R(«) =8(a, 8D Nb. (2) 


| 
| Lemme. Si un domaine D & C'est pseu- 
| | 42) do-convexe en tous les points frontières, la 
R(a)!: | fonction u (z) = —In R (2), où R (z) est Le 
| 4 rayon de Hartogs de D au PAU z est pluri- 
29 subharmonique dans D. 


> Le rayon de Hartogs À de tout do- 
maine D © C” est semi-continu inférieure- 
ment ; quant à la fonction u = —In R (2), elle 
æest semi-continue supérieurement dans D. En effet, pour tout point 
a ED (fig. 41) il est évident que liminf R (z) > R (a). Reste à 


za 
prouver que sous les conditions du lemme la restriction de la fonc- 
tion u — —In R à toute droite complexe 


ln = {2EC:z=1(0) = a+ oû}, (3) 


où a ED, & € C”, est une fonction subharmonique dans un voisi- 
nage du point & = 0. Si "wo — ‘0, i.e. si L,, est parallèle à l’axe z,, 


9D 


Fig. 41 


*) En vertu de l'inégalité triangulaire la Denon Ô (z, 9D) satisfait à la 
<ondition de Lipschitz et 6 (z, 9D) Æ 0 pour z € D 
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on retrouve le cas plan: R|,, — inf |z, — z, | et par suite 
z'E8DNL, 
la fonction 
ul, =—-MmR|;, = up {—In|zn—2n |} 
*E8DNL,, 


est subharmonique en tant qu ME supérieure semi-continue 
supérieurement de fonctions subharmoniques. 
Pour ‘w = ‘0 on raisonnera par l'absurde. Si la fonction 


uh,=—InRol(t)=v(t) (4) 


n'est pas subharmonique dans un voisinage de Ë£ = 0, il existe un 


disque U = {| & | < r} et une fonction À continue dans Ü et harmo- 
nique dans U telle que v (€) < À (6) sur OU, mais en un point 4, El 


he (Lo) — v (Lo) = inf {h (E)—v(t)}= —e<0 
U 


{on s'est servi du fait que la fonction semi-continue inférieurement 
h — v atteint sa borne inférieure sur un compact). Désignons la fonc- 


tion —h (€) — e qui est harmonique dans Ü et continue dans U 
par g(£); on a 


g (8) << —v (6) sur OU, 
g(t) <—v(t) dans U, (5) 
& (Lo) = —v (Lo). 


Supposons encore que dans (3) la fonction Z (&) = (’1 Co), À (È)), 
de sorte que ‘L (6) = ‘a + ‘œwb et À (£) = a, + w,6. Par défini- 
tion du rayon de Hartogs il existe un point b = ("b, b,) € 9D tel que 
"b = "L(Co) et | bn — À (Ëo) | = Ro 1 (bo)- Construisons une fonc- 
tion G = g + ig, holomorphe dans Ü et telle que G (£,) soit con- 
fondue avec une valeur quelconque de In (b, — À (bo)): ceci est 
possible, puisque In | b, — À (Ëo) | = —v (Go) = 8 (Co) en vertu 
de (4) et de (5). 

Considérons maintenant la famille de disques holomorphes: 


Sy = {2EC":'z2—"'1L(0), 2 = A(D) +te@, LEUX (6) 
Pour tout point 2€ S,,0<t<1, on a ‘z —"L(Ë) et en vertu de 
la deuxième inégalité (5) 

| Zn — À (6) | = te8@) LL teur) = ER 0 L'(Ë). 


Par définition du rayon de Hartogs on en déduit que pour { < 1 
tous les S, € D. En vertu de la première inégalité (5) on établit de 
façon analogue que OS, € D pour tout t, 0 St < 1. Les disques 
St —+ S, lorsque t —+ 1 et S, contient le point b € 0D, car pour & = bo 
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ona'z—="l(Co) ="b et zh = À (Co) + 86%) = b, (on alnG(&)=— 
— 5 — À (Go)). Ce qui contredit le fait que le domaine D est par 
hypothèse localement pseudo-convexe en b. <Æ 


Remarque. Au n° 8 on a défini le domaine de convergence de la 
série de Hartogs 


HOEDEADE (7) 
u=0 


comme le noyau ouvert D = {("z, z,): ‘zE'D, |z, | <R ('2)} 
de l’ensemble de convergence de cette série (on admet que g, sont 
holomorphes dans ’D). La quantité R (’z) est visiblement un rayon 
de Hartogs du domaine D. En reprenant la démonstration du lemme 
dans le cas ’o =£ "0 et en lui apportant quelques modifications *), 
on A que la fonction — In R (’z) est plurisubharmonique 
dans "D. 


Théorème 1. Si un domaine D € C" est localement pseudo-conveze 
en chacun de ses points frontières, il est globalement pseudo-convexe. 


> La fonction uw (z) = —In 6 (z, D) est continue dans le do- 
maine D (à l'exception du cas trivial D = C”) et tend vers + 
lorsque z — 0D. Reste à montrer qu’elle est plurisubharmonique 
dans D. 

Désignons par L, la droite complexe & —+ z + wË de vecteur 
directeur w passant par le point z € D, et soit R, (z) = 6 (z,0D f 
N 4). Il est évident que pour tout zE D 


6(z, 0D)= inf R, (2), 


où la borne inférieure est prise sur tous les vecteurs & € C”, | © | = 1. 

La rotation complexe z — Cz, où C = (c,,) est une matrice uni- 
taire d'ordre nr, amène la direction de w en coïncidence avec celle de 
l'axe z,, de sorte que R,, se transforme en un rayon de Hartogs du 
domaine D. Puisque cette rotation conserve les distances euclidiennes 


*) Ces modifications consistent en ce qui suit : 1) il faut envisager la res- 
triction de —In R à la droite ‘’z = 2 (©); 2) poser ‘b = ! (£,) et choisir b, de 
telle sorte que | b, | = R (’b) et le point b = (’b, b,) soit singulier pour f: 
ceci est possible, car chaque cercle {’z, [2,1 = r (’:)}, où r (’z) est le rayon de 
convergence de la série (7) pour ‘z fixe, contient au moins un point singulier de f 
et R ('b) — du inf r (’:) (cf. note de la page 45), donc le cercle {’b, | b, | = 


z— 
— R (‘b)} contient le point d’accumulation des points singuliers; 3) choisir la 
fonction G = g + ig* de telle sorte que G (0) = 1n b, (ceci est possible, car 
& (Go) = In | b, |) et prendre au lieu de (6) la famille de courbes S, — {’: — 
= L(£), 2n = teG@), EH EU}. On démontre cette proposition ab absurdo: 
d'après le principe de continuité la fonction se prolonge au point b, or celui-ci 
est singulier. 
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et la pseudoconvexité (locale et globale), le lemme nous permet 
d'affirmer que la fonction —In R,, (z)est plurisubharmonique dans D. 
Mais alors il en est de même de 


u (z) = —In Ô (z, 0D) = sup (—In R, (z)), 


en tant qu’enveloppe supérieure continue de fonctions plurisubhar- 
moniques. 


Théorème 2. Tout domaine pseudo-convere D € C" est pseudo- 
convexe en chaque point frontière. 


> Supposons par absurde que D n'est pas pseudo-convexe en un 
point frontière a. Il existe alors une suite de disques holomorphes 
S, telle que S, — 5, 48, — ôS, et de plus S,, 4S & Det S con- 
tient le point a. D'après la pseudoconvexité de D il existe une fonc- 
tion uw (z) plurisubharmonique dans D qui tend vers + lorsque 
z — 0D. En vertu du principe du maximum pour les fonctions plu- 
risubharmoniques (corollaire du théorème 4 du n° précédent), 


sup u < sup u LCL oo, (8) 
s, es, 
où la constante c est indépendante de w, car la réunion des ôS, appar- 
tient proprement à D. Mais, par ailleurs, il existe une suite de points 
z' ES, convergente vers le point a € 0D et u (2) —+ oo contraire- 
ment à (8). << 

Les théorèmes 1 et 2 indiquent ensemble que la notion de pseudo- 
convexité globale d'un domaine est équivalente à la pseudoconvexi- 
té en chaque point frontière de ce domaine. “Signalons encore le 


Corollaire. Un domaine D € C" est pseudo-convexe si et seulement 
si la fonction — 1n 6 (z, ÔD) est plurisubharmonique dans D. 


> Suffisance. La plurisubharmonicité de la fonction —In 6 (z, D) 
découle de la définition de la pseudoconvexité. 

Nécessité. Supposons que D est pseudo-convexe ; d’après le théo- 
rème 2 il est pseudo-convexe en chaque point frontière et on voit 
alors sur la démonstration du théorème 1 que la fonction —In 6 (z, 0D) 
est plurisubharmonique dans D. < 


Pour les domaines à frontières de classe C? la pseudoconvexité 
peut être décrite en termes non pas de fonction exhaustive (comme 
dans la définition 4), mais de fonction déterminante comme au n° 37 
pour la pseudoconvexité locale. On dira qu’une fonction œ est la 
déterminante globale d'un domaine D & C" si elle est de classe C? 
dans un voisinage Q de la frontière 0D ; dans ce voisinage D f Q — 


_ {z € EF. p (z) << 0} et le gradient Top O0 pour tout z € 0D 
(cf. n° 
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Définition 2. On dit qu’un domaine D € C", D € C* est pseudo- 
conveze (globalement) s'il possède une fonction déterminante glo- 
bale œ dont la forme de Levi Æ, (®, w) > 0 pour tout z € 9D et 
tout w € TC (8D), et strictement pseudo-convexe s’il est borné et. 
H, (®, ©) > 0 pour tout z € 0D et tout w € TS (0D), w Æ 0. 

On démontre comme au n° 37 que ces conditions ne dépendent. 
pas du choix de la fonction déterminante, de sorte que si elles sont 
remplies pour l’une d’entre elles, elles le seront pour toutes les 
autres. Le théorème des fonctions implicites nous permet de conclure 
que la fonction déterminante d’un domaine à frontière de classe C? 
peut être choisie de la forme 


_ We pour z€Qf\D, 
LE ê(z, 8D) pour zEQNX D, (9) 


où Ô (z, 0D) est la distance euclidienne du point z à 9D si la bande Q@ 
est assez étroite. Il est clair aussi qu’un domaine est (strictement) 
pseudo-convexe si et seulement s’il l'est en chacun de ses points 
frontières au sens du n° 37. 

Indiquons un lien entre la pseudoconvexité globale et la pluri- 
subharmonicité. Pour les domaines strictement pseudo-convexes ce 
lien prend une forme particulièrement simple. 


Théorème 3. Un domaine D € C" est strictement pseudo-convexze 
si et seulement s'il possède une fonction déterminante strictement plu- 
risubharmonique. 


> La condition suffisante est évidente; quant à la condition 
nécessaire, elle se prouve en fait comme le théorème 1 du n° 37. Soit 
o une fonction déterminante de D, par exemple (9); si la bande Q@ 
est assez étroite, la fonction Ÿ = q + Xp? sera aussi une détermi- 
nante pour toute constante k => 0 et pour tout z € 0D 


H, (4, ©) = 4, (q, ©) + 2k | de (o) F (10) 


(comparer avec (13) du n° 37). Il suffit de montrer que Æ, (1, w) > 0 
sur le compact *) E = {(z, w): z € 0D, w EC”, | w | = 1}. Posons 
E, = {(z, “)E E: H,(q, &) < 0}; si ÆE, est vide, on admet que 
k — 0, sinon on choisit une constante M => 0 telle que . (p, ©) > 
> —M pour tout (z, w) € Æ:. 

Par définition de la stricte pseudoconvexité, pour 0p (w) = 0, 
i.e. sur 7° (0D) la forme Æ, (@, w) > 0 pour tout z € 6D et w + 0, 
donc 0 (w) = 0 sur E, et en vertu de la compacité il existe un m > 0 
tel que | dv (w) | > m sur £,. En choisissant k > M}(2m°), on déduit 
de (10) que la forme Æ, (ÿ, ©) > —M + 2km° > 0 sur E, ; sur 


*) On a tenu compte du fait qu'un domaine D strictement pseudo-convexe 
est borné, donc 9D est compacte. 
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EXE, elle l’est visiblement. En raison de la continuité il est clair 
que si Q est assez étroite, H, (ÿ, w) > 0 pour w + 0 non seulement 
sur 0D, mais aussi pour tout z € @, or ceci exprime que la fonction 
est strictement plurisubharmonique. b- 


Remarquons que la fonction 1 peut être prolongée à l’intérieur 
de la bande Q en une fonction strictement plurisubharmonique <0 
(par exemple, en la posant égale à —e à l’intérieur du niveau 4 (z) — 
= —£ et ensuite en la lissant ; la démonstration détaillée de ce fait 
est du reste assez volumineuse). Donc les domaines strictement pseu- 
do-convexes peuvent être définis comme les ensembles des valeurs 
strictement négatives de fonctions strictement plurisubharmoniques 
dans un voisinage des adhérences de ces domaines. 

La situation est plus compliquée encore pour les domaines pseudo- 
convexes. Dans le cas général ils ne peuvent être représentés comme 
des ensembles de valeurs strictement négatives de fonctions subhar- 
moniques. 


& Prouver ceci pour l’image de C? par l’application de Fatou 
du n° 11. % 


Cependant, K. Diederich et J. Fornaess ont prouvé récemment *} 
que pour tout domaine pseudo-convexe borné D & C”, ôD € C*, 
il existe dans un voisinage de D une fonction déterminante q de 
classe C? telle que vd — —(—+)" est plurisubharmonique (voire 
strictement) dans D pour n > 0 assez petit. Remarquons toutefois 
que la fonction œ n’est pas forcément plurisubharmonique (la fonc- 
tion @ — —(—w){/1 est strictement croissante, mais n’est pas con- 
vexe, cf. théorème 3 du n° 38) et 1 est une déterminante (elle n'est 


pas définie à l'extérieur de D et son gradient peut ne pas exister sur 
0D). 

Refermons ce paragraphe par un récapitulatif des conditions 
caractérisant les domaines d’holomorphie de C”. 


Théorème 4. Les cinq conditions suivantes sont équivalentes: 

(1) D est un domaine d'holomorphie (i.e. il existe une fonction 
f E © (D) non prolongeable holomorphiquement à un domaine plus 
vaste, cf. n° 33); 

(II) D est holomorphiquement convexe (i.e. pour tout ensemble 


K Œ D l'enveloppe holomorphiquement convexe Ko = {2€ D: 
If (2)1< 11 IIk pour tout j € O (D)} E D, cf. n° 34); 

(III) D n'est extensible holomorphiquement à aucun point frontière 
(i.e. pour tout point a € 9D il existe un voisinage U et une fonction 


*) Cf. J. Fornaess, K. Diederich. Pseudoconvex domains; 
Bounded strictly plurisubharmonic exhaustion functions. Jnventiones Math., 
1977, 39, 129-141. 
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fEO (2) N Ÿ) non prolongeable holomorphiquement au point a, 
cf. n° 37); 

(IV) D "est localement pseudo-convexe en chaque point frontière 
{i.e. en aucun point a € 0D il n'existe de famille de disques holo- 
morphes tangente intérieurement à D, cf. n° 37). 

(V) D est pseudo-conveze (ï.e. il existe une fonction plurisubharmo- 
nique dans D qui tend vers +oo lorsque z —+ 9D, cf. n° 39). 


> On a établi plus haut les implications suivantes: 


I II 


| 
II = IV V 


{L'équivalence I <= II fait l’objet des théorèmes 1 et 2 du n° 34, 
IV => V, des théorèmes 1 et 2 du même numéro, l'implication 
IIT =- IV, du principe de continuité du n° 36, I = III est triviale). 
Au chapitre suivant on montrera (n° 45) que tout domaine pseudo- 
convexe dans C” est un domaine d’holomorphie, i.e. on prouvera 
l'implication V =- I. Ce qui bouclera la chaîne des équivalences. 4 


$ 14. Enveloppes d’holomorphie 


Si D n'est pas un domaine d’holomorphie, toute fonction 
€ (D) se prolonge holomorphiquement à un domaine plus étendu. 
Il se pose le problème de chercher l’enveloppe d’holomorphie de D, 
c’est-à-dire le plus petit domaine dans lequel sont prolongeables 
toutes les fonctions de © (D). Ce problème est important aussi bien 
dans son principe que du point de vue des applications, par exemple, 
à la physique quantique. 


40. Enveloppes à un feuillet. Au n° 33 nous avons cité un exemple 
de domaine D à partir duquel chaque fonction holomorphe était 
prolongeable à un domaine plus vaste. Certaines fonctions deviennent 
multivalentes par prolongement, de sorte que l’enveloppe d’holo- 
morphie de D est un domaine de Riemann (à plusieurs feuillets). 
Ces domaines feront l’objet du numéro suivant, pour l'instant on se 
bornera aux cas ne donnant pas lieu à de tels phénomènes. Toutefois 
on formulera la définition de sorte à pouvoir la généraliser au cas 
où D est à plusieurs feuillets. 


Définition. On dit qu un domaine D & C' est une enveloppe 


d'holomorphie (à un feuillet) d'ur domaine D = C' si: 1) D D 
et toute fonction f € © (D) est prolongeable en une fonction holo- 


morphe dans D: 2) pour tout point 2° e D il existe une fonction 
fo € © (D) dont la restriction à une boule B (2°, r), où r = 6 (2°, 9D), 
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n'est prolongeable holomorphiquement à aucune (boule B (2°, R), 
où R<r +). 

De ce qui précède il s'ensuit que les domaines de C" ne possèdent 
pas tous des enveloppes d’ holomorphie à à un feuillet. Dans ce numé- 
ro on étudiera les propriétés fondamentales des enveloppes d’holo- 
morphie à un feuillet ainsi que les problèmes de construction des 
enveloppes de domaines de classes élémentaires. 

Signalons tout d’abord que les enveloppes d'holomorphie sont 
les extensions holomorphes de domaines au sens du n° 33. Donc en 
vertu du théorème 1 du n° 33, toute fonction holomorphe dans un 


domaine D ne prend dans l'enveloppe D que les valeurs qu’elle 
prend dans D. En particulier, l'enveloppe d’holomorphie d’un do- 
maine borné est toujours un domaine borné (cette proposition résulte 
de la précédente si elle est appliquée aux coordonnées z,, v = 1, 

1). 

La condition de maximalité 2) de la définition d’une enveloppe 
d'holomorphie peut être sensiblement renforcée. Cette condition 
est une condition de non-prolongeabilité locale d'une fonction de 


O (D), mais on peut affirmer que © (D) contient une fonction non 
prolongeable globalement. En d’autres termes, on a le 


. Théorème 1. L'enveloppe d'holomorphie à un feuillet D d'un domai- 
ne D EC" est un domaine d'holomorphie. 


> D'après les résultats du n° 34 il suffit de montrer que D est 


holomorphiquement convexe. Soient K &Œ D ct o (X, D) = r; 
en vertu du lemme de prolongement simultané (n° 34), toute fonction 


fEeO (D) se prolonge holomorphiquement à un polydisque U (z, r) 
centré en un point quelconque z € K aD" D’après la condition 2) de 
la définition d'une enveloppe d' holomorphie, on en déduit que 
p (z, D) >ret doncp ko D 6D) > r. Or cette distance ne peut 


être supérieure à r, donc p É oO) 0D) = p (X, D) et D est holo- 
morphiquement convexe. 


Corollaire. Si un domaine D € C" possède une enveloppe d'holo- 


morphie à un feuillet D, celle-ci est le plus petit domaine d'holomorphie 
contenant D (i.e. l'intersection de tous les domaines d’holomorphie 
contenant D). 
> Si Gest un domaine d'holomorphie contenant D,onaG=D 
(puisque © (G) & © (D), toute fonction f E © (G) est prolongeable 
*) Au lieu d'une boule on peut prendre un polydisque L; (2%, r), o 
r = p(z, 6D 
16—0848 
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holomorphiquement à D). Or D est un domaine d'holomorphie dans 
le théorème 1, donc c’est le plus petit domaine d’holomorphie con- 
tenant D. « 


Remarque. 11 semble de prime abord que, comme dans le théo- 
rème 1, l’inextensibilité globale de D se déduise de son inextensi- 
bilité locale, i.e. on a l'implication (III) = (1) du théorème 4 du 
numéro précédent. Mais dans les conditions (111) les fonctions sont 
holomorphes non pas dans le domaine D tout entier, mais seulement 
dans un voisinage d’un point frontière, donc la démonstration du 
théorème À ne passe pas ici. Nous avons déjà dit que l’implication 
(III) =- (1) fait l’objet d’un théorème très fin d’Oka. 


Pour prouver le théorème suivant nous aurons besoin du 


Lemme. Si D est un domaine d'holomorphie, toute composante 
conneze À de sa r-compression D, = {z2E D: p{(z, 0D) >r} est 
aussi un domaine d'holomorphie. 


D Soient À € A et p(X, 9A) = p; pour tous points zE€ K et 
& € 9D il existe dans l'intervalle [z, &] un point 2’ € 9A tel que 


p(z D =p(; z2)+p(6, DO >p+r. 
Donc p (X, 0D) > p + ret comme D est un domaine d’holomorphie, 
le théorème 3 du n° 34 nous dit que 


P (ÉOny 0D) > p or (1) 


I] nous faut démontrer que p (Kouy OA) > p, i.e. que 
p (2, z') > p pour tous points 2 € Ko et z° € DA. Mais comme 


AD, on a Ko © KO donc 2° ECS et en vertu de (4) 
p+r<p(, D) &p(#. z)+p({ +6D)=p(#,z)+r (on 
a p (7, 0D) = r car z’ € 0AÂ). De là il s’ensuit que p (2°, z') > p. 4 

Théorème 2. Si D € Get ces domaines possedent des enveloppes D 
et Gàun feuillet, alors D & G et 


p (0D, 66) > p (6D, 66). (2) 
> Puisque © (QG) & © (D), toute fonction f € © (G) se prolonge 


holomorphiquement à D et par suite DE G. Supposons que 
p (0D, 96) =r>0 (pour r — 0 le théorème est trivial). Alors 


DeG,c (G),- Il est évident que D appartient à une composante 
connexe de l’ensemble (G),, qui est un domaine d’holomorphie en 
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vertu du lemme prouvé. Mais alors D appartient à cette composante, 
donc l’ensemble (G), aussi et par suite p (0D, 0G) > r. 4 


Corollaire. Si D est un domaine borné possédant une enveloppe à un 
feuillet D, l'intersection 8D MN 0D n'est pas vide. 
> Appliquons le théorème 2 aux domaines D et G — D: 
p (D, 6D) < p (6D, 8D) = 0 


(on s’est servi du fait que l’enveloppe du domaine d’holomorphie 
est confondue avec ce domaine). Comme 0D est compacte (puisque 


D est borné), l’égalité p (0D, D) — 0 exprime que les ensembles 9D 


et 0D se rencontrent. 

Passons à la description des enveloppes d’holomorphie des domai- 
nes de classes élémentaires. 

1. Domaines tubulaires. On rappelle qu’un domaine tubulaire 
de base B € KR” est un domaine T = B X R' (y), i.e. T = {z — 
= z+iy EC: xEB} (cf. n° 2). 


Théorème 3. L'enveloppe d’holomorphie d'un domaine tubulaire T 
est son enveloppe convexe T. 


> Il est évident que T=BXxR" (y), où B est l'enveloppe 
convexe de la base B dans R” (x). Montrons que toute fonction 


fEO(T ) se prolonge holomorphiquement à T. Le domaine B est 
constitué de l’ensemble des points des segments 
[2, 2°], où z!, x? € B. Si let r° peuvent être 
joints dans B par une ligne brisée de deux 
segments [zt, z°] U [x?, Al la prolongeabilité = 
de f à un voisinage de l’ensemble [z!, r°] X R" (y) 
résulte directement du lemme du prisme (n° 36). 
Dans le cas général les points z!', “ € B 
peuvent être joints dans B par une ligne brisée 
composée d’un nombre fini desegments (fig. 42). 
Grâce à ce lemme on prouvera par récurrence | 
sur le nombre de segments que f se prolonge Fig. 42 
holomorphiquement à un voisinage de l’ensem- 
ble [z!, x°] R” (y). Ce lemme montre encore que la fonction f 
reste univalente par le prolongement décrit. En effet, soit x le point 


d’intersection des segments {x!, z°] et [7!, z°] dont les extrémités 
appartiennent à B et supposons qu'on obtient deux valeurs, f et f, 
dans un voisinage de z = x + iy. Considérons le prisme {z1, x, zi] X 


X KR” (y) ; d’après le lemme cité les fonctions f et f sont holomorphes 
16* 
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dans ce prisme et comme elles sont confondues au voisinage des points 


x! + iy et x! + iy, elles sont confondues dans le prisme tout entier 
d’après le théorème d’unicité. 

Donc toute fonction f € © (T) se prolonge holomorphiquement 
à T. Or T est un domaine convexe, donc un domaine d’holomorphie 
(n° 33) et par suite l'enveloppe du domaine T. 4 

2. Domaines de Reinhardt. Au n° 7 nous avons montré que toute 
fonction f holomorphe dans un domaine complet de Reinhardt *) 
D de centre a se prolonge holomorphiquement à l'enveloppe loga- 


rithmiquement convexe D L de ce domaine. On peut réaliser ce pro- 
longement à l’aide du développement de f en série de Taylor 


Î Gt 2 cr (z— 0)" (3) 


dont le domaine de ce … un domaine logarithmiquement 
convexe (théorème 3 du n° 1). 


Théorème 4. L’enveloppe d'holomorphie d'un domaine de Reinhardt 
complet D est son enveloppe logarithmiquement convexe D. 

be Puisque toute fonction f € © (D) se prolonge holomorphi- 
quement à D z, il reste seulement à prouver que D L est un domaine 


d’holomorphie. Il est aisé de voir que D L est convexe par rapport 
à la classe de monômes z* — zh... z°n, où k, sont des entiers 
positifs. En effet, la convexité logarithmique d'un domaine signifie 
que son image par l'application À: z2—- (In |z, |, , In |z |) 
est géométriquement convexe (cf. n° 7). Cette application ‘transforme 
les monômes en fonctions linéaires 4, In [z, | +...<+k, 1n | z,/|et 


la convexité géométrique de À (D L) entraîne celle de D L Par rapport 
aux monômes. Puisque les monômes z* € © (D,), le théorème 1 


du n° 34 (cf. remarque suivant ce théorème) nous dit que D L est un 
domaine d’holomorphie. 


Corollaire. Tout domaine de Reinhardt complet logarithmiquement 
convexe est domaine de convergence d’une série entière. 


> D'après ce qui vient d’être prouvé, un tel domaine D est un 
domaine d’'holomorphie, donc il existe une fonction f € © (D) non 
prolongeable en dehors de D. Le domaine de convergence du dé- 
veloppement taylorien de f est D. 4 


Remarque. On obtient un résultat plus général en envisageant un 
développement de Laurent : L’enveloppe d'holomorphie de tout domaine 


*) La définition d'un domaine de Reinhardt complet est donnée au n° 2. 
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de Reinhardt relativement complet (cf. n° 8) est son enveloppe logarith- 
miquement convexe. 
3. Domaines de Hartogs *). Pour alléger l'écriture on se bornera 


sans pour autant perdre en généralité aux domaines à plan de sy- 
métrie a, = (0. 


Théorème 5. L'enveloppe d'holomorphie d'un domaine de Hartogs 
complet D = {z = (‘z, z,): ‘z ED, |z, | <r('z)} dont la pro- 
jection ‘D est un domaine d'holomorphie dans l’espace C"-! est un do- 
maine de Hartogs 


D — {z D (2, Zn) : 2 € "D, | Zn | << evC2)}, (4) 
où V (’z) est la meilleure majorante plurisuperharmonique de la jonc- 
tion Inr('z) dans le domaine ‘D 


> En effet, d’après ce qui vient d’être prouvé au n° 8 toute fonc- 
tion f € © (D) se représente dans D par sa série de Hartogs 


at 


f(2)= À gu (2) 24, (5) 
H=0 


donc elle se prolonge holomorphiquement au domaine de convergence 
de cette série G; = {’z2E€ D, | 2, | < R;('z)}. La quantité R; est 
visiblement le rayon de Hartogs du domaine G;. D’après le lemme du 
n° 39 (cf. remarque le suivant) la fonction In R; est plurisuperharmo- 
nique dans "D, i.e. G; est un domaine de la forme (4), où V =InR, 
est une certaine majorante plurisuperharmonique de la fonction In r. 


Donc, pour toute fonction f E © (D) le domaine G,; = D, où D 
est le domaine défini par (4), et puisque l'enveloppe d’holomorphie 


de D est l’intersection des domaines G;, on en déduit que cette en- 
veloppe contient D. 


Reste à prouver que D est un domaine d'holomorphie. Le do- 
maine ‘D est pseudo-convexe, car c’est un domaine d’holomorphie 
par hypothèse, autrement dit, il existe une fonction w, (’z) plurisub- 
harmonique dans ‘D tendant vers + à l’approche de la frontière. 


Puisque V est plurisuperharmonique, la fonction In l£al L 
C 
= ]n |z, | — V et, en vertu du théorème 3 du n° 38, la fonction 


us (z) = —In In sont plurisubharmoniques dans D. Donc il 
en est de même de la fonction uw (z) — max (u, (’z), u, (z)) dans le 
domaine D, et elle tend vers + lorsque z —+ 0D. Donc D est pseudo- 
convexe et, d’après le théorème 4 du n° 39, c’est un domaine d’holo- 
morphie. 


#) Cf. définition au n° 2. 
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Remarque. En considérant le développement de Hartogs — Lau- 
rent on obtiendrait un résultat plus général : l'enveloppe d'holomorphie 
d'un domaine D = {('z, z,): ‘z2€'D,n(z) << |z, | <r2(z)} dont 
la projection ‘D est un domaine d'holomorphie dans l’espace C"-! 
est un domaine de la forme 

D = {(2, 2h): "2€ 'D, ent << ]|z, | eV}, (6) 
où v, est la meilleure minorante plurisubharmonique de la fonction 
In r,, et V., la meilleure majoranie plurisuperharmonique de la fonc- 
tion In rs. 

Dans le théorème 5 (et dans sa généralisation) il est essentiel 
que la projection ‘D de D soit un domaine d’holomorphie, sinon les 
domaines (4) et (6) ne seraient pas des enveloppes mais seulement des 
extensions holomorphes de D. Signalons que tout domaine de Hartogs 
ne possède pas d’enveloppe à un feuillet. Pour s’en assurer il suffit 
de prendre dans C° un domaine de Hartogs dont la projection dans C? 
est un domaine à enveloppe à plusieurs feuillets tel que celui de 
l'exemple du n° 33. 


41. Enveloppes à plusieurs feuillets. Penchons-nous maintenant 
sur l’extension des domaines de Riemann (cf. n° 22) et sur le pro- 
longement de fonctions holomorphes dans ces domaines. Pour cela 
il faut commencer tout d’abord par généraliser la notion de plonge- 
ment. 


Définition 1. Soient donnés deux domaines de Riemann (D,, x!) 

et (D, n°) sur C"; s’il existe une application continue p: D, + D, 
telle que sur D, 

nl = 1° 0 y, (1) 

on dit que le premier domaine est faiblement ®-plongé dans le second 

et on écrit (D,, x!) € (D,, n°). Si de plus l’application œ est injec- 


tive, on dit que (D,, a) est p-plongé dans (D, x°). Si @ est un ho- 
méomorphisme de D, sur D, les domaines (D,, x!) et (D,, x®) sont 
dits équivalents. 

Cette définition généralise la notion ordinaire d'injection: si 
D, © D, au sens habituel, alors x! = n° |,, est la restriction de x? 
à D, et pour œ on peut prendre l'injection canonique @: D, —+ D:, 
où associe à tout point p € D, le même point p traité comme un 
point de D, *). Il est évident que les domaines équivalents (D,, sn!) 
et (D, n°) sont plongés l’un dans l’autre (l’un au moyen de ®, l’autre, 
de p-1). Dans le cas d’un plongement faible (D,, n') & (D,, n°) le 


9 
premier domaine peut être « plus ramifié » que le second. Ainsi la 
surface de Riemann de la fonction w = Ÿz au-dessus de C! est faible- 


*) L'application q (p) = p étant injective, le plongement ordinaire est 
un œp-plongement. 
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ment plongée dans la surface de Riemann de w = V2 (pour ® il 
faut prendre une application qui colle les couples de points de la 


première surface en lesquels Vz prend les mêmes valeurs). Tout 
domaine de Riemann x: D — C" est faiblement n-plongé dans C". 

Signalons que le plongement (même faible) : D, + D, des 
domaines de Riemann (D,, x!) et (D,, n°) au-dessus de C7 est néces- 
sairement holomorphe. En effet, l'homéomorphie de x! dans un voi- 
sinage U de p, ED, et la condition (1) nous donnent x? 0 on! |ÿ'(z)=z, 
où x! |y est la restriction de x! à U et z — x! (p) (cf. définition 
d’une application holomorphe de variétés au n° 12). L’équivalence 
des domaines de Riemann exprime leur équivalence biholomorphe. 


Définition 2. Soient (D,, n!) et (D, x*) deux domaines de Rie- 
mann au-dessus de C” tels que D, & D, et soit f,: D, — C une fonc- 


® 
tion. On dira qu'une fonction f,: D, — C est une ®-restriction de 
f: à D, (notation: f, = f, |») si pour tout p ED, 


fi @) = f:° 9); (2) 


la fonction f, sera parfois appelée @-prolongement de f.. 

Si D, € D, et q est un plongement naturel, on obtient une res- 
triction ordinaire f, = fe ln, 

Pour formuler la définition d'une enveloppe d’ holomorphie à à plu- 
sieurs feuillets, on conviendra de dire qu’une variété complexe M 
est holomorphiquement séparée si pour tout 
couple de points distinctsp,qg€M ilexis- 121 
te une fonction f € © (M) les séparant, 
c'est-à-dire telle que f (p) Æ f (q). 

Si M est une sous-variété de C" (en RE 
particulier, à un feuillet), la condition de À 
séparation holomorphe est automatique- 
ment remplie, car pour fonction sépara- 1 
trice on peut prendre une coordonée. Mais 
dans le cas général il en va autrement: 
considérons par exemple un revêtement L 
à deux feuillets D au-dessus du domaine Fig. 43 
D = CP, où F = {| 2, |—1, | z2 |=1} 
est le tore dont le diagramme de Reinhardt est représenté sur la 
figure 43 (c'est une portion de surface de Riemann à deux feuillets 
présentant deux points de branchement: (1, 1) et co). 


Considérons une fonction f holomorphe sur D. Les valeurs qu'elle 


prend sur chaque feuillet de D sont holomorphes au-dessus de 
{1z21> V2}, car la variété de branchement (le tore T) est située 
sur la sphère {| z | = V/2} et le revêtement n’est pas ramifié à l'ex- 


A 
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térieur de la boule. D'après le théorème des singularités compactes 
(n° 31) ces valeurs se prolongent en fonctions entières et comme elles 
doivent être confondues sur l, elles le sont identiquement (cf. exer- 
cice 9, chap. I). Les valeurs prises par f aux points des divers feuillets 


de D situés au-dessus d’un même point z E C*° doivent être confondus: 


les points de D de même projection sont holomorphiquement non 
séparables. 


Définition 3. On dit qu'un domaine de Riemann (D, ñ) holo- 
morphiquement séparable est l'enveloppe d’holomorphie d'un do- 


maine de Riemann (D, x) si: 1) il existe un q-plongement D = D 


tel que toute fonction f € © (D) admet un -prolongement en ‘une 
fonction f € © D); 2) pour tout point p € D on peut exhiber une 
fonction fo E © (D) dont la restriction foo an! au polydisque 


U (2°, p), où z° = x (p) et p = p (p, 0D) n’est prolongeable holo- 
morphiquement à aucun polydisque UÙ (2°, R) de rayon R>p 
(comparer avec la définition du n° 40, le remplacement de la boule 
par un polydisque n’est pas essentiel). 

Nous avons déjà vu qu'il n’était pas toujours possible de cons- 
truire une enveloppe d’holomorphie dans la classe des domaines 
(à un feuillet) de C”. On montrera ici que cela l’est toujours dans la 
classe des domaines de Riemann. Notre démonstration sera basée 
sur le processus de prolongement simultané de familles de fonctions 
holomorphes et les enveloppes seront construites avec les germes de 
ces familles. 

Considérons le couple (U, F) composé d’un polydisque U<c 
et d’une famille de fonctions F € © (Ü) ; on conviendra que cette 
famille est indexée par un paramètre: F —= {fa}aca. Fixons un 
point arbitraire z € Ü ; on dira qu’un couple (V, G) est équivalent 
à (U, F) au point z si le polydisque V contient z et la famille G peut 
être indexée par le même paramètre (G = {g, }«e À) de telle sorte que 
fa (Z) = £a (z) pour tout & € À et tout z € U f V. Une classe d’équi- 
valence modulo cette relation sera appelée germe de la famille F 
au point z et notée F, (en particulier, si F est composée d’une seule 
fonction f, on obtient un germe ordinaire f,). 

L'espace À” des germes de toutes les familles de fonctions holo- 
morphes peut être muni d’une topologie de la manière habituelle: 
soient F, un germe et (U, F) son représentant ; on appelle voisinage 
d’un point F, l’ensemble des germes G., z € U, dont les représentants 
sont équivalents à (QU, F) en z. Il est aisé de voir que l’espace R” 
forme avec la projection x: R"—+C" un faisceau sur C? (si l’on 
envisage les familles composées d’une seule fonction, on obtient un 
faisceau de germes de fonctions holomorphes; cf. n° 28). 
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Les sous-ensembles ouverts et connexes de À” sont visiblement 
des domaines de Riemann. Les composantes de À", i.e. ses sous-en- 
sembles connexes maximaux, jouent un rôle particulier. En effet, 
ce sont des ensembles ouverts, i.e. des domaines, puisque R” est 
localement connexe. Ces composantes sont maximales non seule- 
ment pour la connexité mais aussi pour le prolongement analytique 
simultané. Plus exactement, on a le 


Théorème 1. Toute composante D de l'espace PR” est confondue 
avec son enveloppe d'holomorphie. 

> Pour application q de la définition 3 prenons l'application 
identique ; la condition 1) de cette définition est alors automatique- 
ment remplie. Reste à vérifier la condition 2). Supposons qu'elle 


n’est pas satisfaite, i.e. il existe un point p° € D tel que pour toute 
fonction fe O (D) la restriction de fo x”! au polydisque U (a, r), 
oùa = x(p')etr = p (p°, D) se prolonge à un polydisque U (a, R) 
de rayon À > r. Par construction de #” le point p° est un germe en 
atx (D) d’une famille indexée F = {f,} de fonctions holomorphes. 


Puisque pour tout « fixe la valeur f, (z) est la même pour tous les 
représentants du germe F, = p, on peut traiter f, ° x (p) comme une 


fonction visiblement holomorphe sur D. Par hypothèse, toutes les 
fonctions f,ortox"! =—#f, se prolongent holomorphiquement au 
polydisque U (a, R), donc les germes de F aux points de ! (a, R) 
forment un polydisque Ü (p°, R) sur À". Etant maximale, La com- 
posante D contient Ü, ce qui contredit le fait que p (p°, A) = 
< R. 4 

L'espace R" est universel: chaque domaine de Éiénann peut 
être faiblement œ-plongé (au sens de la définition 1) dans une com- 
posante de R”" de telle sorte que les fonctions holomorphes dans ce 
domaine soient o-prolongeables (au sens de la définition 2) à cette 
composante. Ceci nous donne le 


Théorème 2. Pour tout domaine de Riemann (D, n) et toute famille 
Fc oO (D) il existe une composante D, de l’espace À” et une appli- 
cation p: D —+ D, telles que D & D- et toute fonction f, € F est la 

p 


o-restriction d’une fonction f, € © (D). 

> Pour tout point pE D désignons par p (p) = F, le germe en 
z = x (p) de la famille Fon-?; l'application œ@: D —+ R" définie 
est visiblement continue. Par définition de la projection sur #”, 
on a x: F, 7, de sorte que x ° p (p) = x (p) et est un faible 
plongement. L'image q (D) est connexe, donc elle appartient à"une 


composante D F de l’espace R”. 
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Pour tout point p € D et toute fonction f, € F désignons par fa 
la fonction qui associe au germe p(p) = F, la valeur f, (p): cette 
fonction est de toute évidence holomorphiquement prolongeable 
à Dk. Par construction, fs @) = fa op G), si sorte que la condition 


psp , 


Passons à la démonstration du un TN de l’en- 
veloppe d’holomorphie et de son unicité à une équivalence près 
au sens de la définition 1. 


Théorème 3. Soient (D, x) un domaine de Riemann holomorphique- 
ment séparable et O = © (D) la famille des fonctions holomorphes 
dans D. La composante De associée à D dans le théorème 2 est une en- 
veloppe d'holomorphie de D et toute enveloppe d'holomorphie de ce do- 
maine est équivalente à D@. 


> Soit p: D + DS l'application décrite dans la démonstra- 
tion du théorème 2. Le domaine D étant holomorphiquement sépa- 
rable, pour tout couple de points distincts p, g € D il existe une 
fonction f, € © (D) telle que f, (p) Æ fà (a) et par suite les germes 
de la famille © en ces points sont distincts, i.e. q (p)  œ (q). L’ap- 
plication est donc biunivoque, i.e. est un plongement et la con- 
dition 1) de la définition de l’enveloppe d’holomorphie est satisfaite. 
La condition 2) de cette définition est remplie d’après le théorème 1. 
Ce qui prouve la première partie du théorème. 

Pour prouver la deuxième partie, considérons une autre enveloppe 


d'holomorphie, (G, 2), de D et soit p: D — G le plongement corres- 


pondant. Dans le domaine (D) De est définie l’application 
biholomorphe % = + + p-! dans G et de plus, en vertu de la défi- 


nition 4, on a partout dans o (D) 

Ro 4 (p) = x (p). (3) 
Puisque Da est une enveloppe d’holomorphie de D, l'application + 
se prolonge en une application holomorphe de Do dans G. En effet, 
on voit sur (3) que localement 4 = x'loxet cette application ne 
peut être prolongée que s'il existe un point p € Do à l'approche du- 
quel % (p) tend vers G. Mais comme G est localement non extensible 
en ses points frontières, il existe une fonction g € O (G) telle que 
Î = Bo x ne se prolonge _pas holomorphiquement au point p, ce qui 
est impossible puisque fo p — £o + dans D et par définition d'un 
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domaine d'holomorphie f doit se prolonger en une fonction holo- 
morphe dans D. 


Ainsi x applique holomorphiquement Da dans G, et comme le 
raisonnement précédent peut être effectué pour l'application 47! — 
= pol dans Ÿ (D), on en déduit que # est une application biholo- 


morphe de Do sur G. Vu que cette application préserve visiblement 


la projection, G est équivalent à De. 4 


Arrêétons-nous en conclusion sur les domaines d'holomorphie de 
Riemann. 


Définition 4. On dit qu'un domaine (D, x) est un domaine d'holo- 
morphie s'il existe une fonction f E © (D) douée de la propriété 
suivante : du fait qu’un domaine (D,, x!) = (D, x) et que la fonc- 


® 

tion f, E © (D,) est un y-prolongement de f il s'ensuit que (D,, x!) 
est équivalent à (D, x) (i.e. @ est une application biunivoque de D 
sur D,). 


On voit sur le théorème 3 que toutes les enveloppes d'holomorphie 
de domaines de Riemann holomorphiquement séparables sont des 
domaines d’holomorphie. Une condition nécessaire et suffisante pour 
qu’un domaine soit d'holomorphie est donnée par le 


Théorème 4 (Cartan — Thullen). Un domaine de Riemann (D. x) 
est un domaine d’holomorphie si et seulement s’il est holomorphiquement 
convexe *) et holomorphiquement séparable. 

Nous ne produirons pas intégralement la démonstration nous 
contentant seulement de décrire les modifications à apporter au cas 
à plusieurs feuillets. 


D MVécessité. La démonstration du lemme de prolongement simul- 
tané (n° 33) s'étend sans changements notables aux domaines de 
Riemann. or ce théorème entraîne la convexité holomorphe du do- 
maine d'’holomorphie D. 

Pour prouver la séparabilité holomorphe on œ-plongera à l’aide 
du théorème 2 le domaine D avec une famille F composée d'une seule 
fonction f de la définition 4 dans l’espace R”, l'application o étant 
biunivoque aux termes de cette même définition. Soient p et q des 
points distincts de D. Alors œ (p) = (q), donc par construction de 
la fonction œ les germes de f + x 7! aux points x (p) et x (q) sont dis- 


*) La définition de la convexité holomorphe s'étend sans changements aux 
domaines de Riemann. On peut par exemple la formuler sous forme de la con- 


dition p (À, 9D) = p (LES 9D), où X est un sous-ensemble compact de D 
et KÀ © “°2 enveloppe par rapport à la classe des fonctions holomorphes sur D. 
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tincts, ce qui exprime que la forction f ou l’une quelconque de ses 
dérivées prennent des valeurs distinctes en p et q. 

Suffisance. Soit K, (v = 1, 2, .) une exhaustion compacte 
du domaine D. En utilisant la convexité holomorphe de D, on peut 


admettre que À, — = (kdo, pr Recouvrons 0X, par un nombre fini 


de polydisques et dans l’intersecticn de chacun d'eux avec D\XK, 
prenons un point p,; (j = 1, , À4); Soit f,; une fonction de © (D) 
telle que 


fs) =v. Mfslr, 27 et f,(p)=0 ji Æk. 
La fonction f=ÏXfv,€O (D), et 
[f(Pv)1>v—1. (4) 


La séparabilité holomorphe permet de corriger la fonction f 
de telle sorte qu’en restant holomorphe dans D et en satisfaisant à 
l'inégalité (4), elle présente des éléments distincts en tout couple 
de points distincts p, g € D ayant même projection x (p) — x (q) 
(une telle correction est réalisée dans l’ouvrage de B. Fouks *) à la 
page 193). 

Montrons que (D, x) est un domaine d'holomorphie de la fonction 
(corrigée) f. Supposons que la fonction f soit o-prolongeable à un do- 
maine (D.,, xl); on demande de prouver que œ est une application 
biunivoque de D sur D,. Si @ (p) = œ (q), d’après les définitions 1 et 2 
onazx(p) = n(g)et f (p) = f (g). De là il résulte par construction 
de f que p = gq. De plus @ (D) = D,, sinon le domaine (D) possè- 
derait un point frontière dans D,, or en vertu des inégalités (4) la 
fonction f, — fc ne peut être holomorphe en ce point. 


Remarque. K. Oka a prouvé en 1953 que tout domaine de Riemann 
holomorphiquement convexe au-dessus de C” est holomorphiquement 
séparable. C’est pourquoi les hypothèses du théorème 4 ne sont pas 
indépendantes. 


Les domaines de Riemann qui sont des domaines d'holomorphie 
appartiennent à l’importante classe des variétés de Stein. C'est ainsi 
qu’on appelle une variété complexe M à nr dimensions possédant les 
propriétés suivantes: 1) la convexité holomorphe, 2) la séparabilité- 
holomorphe, 3) pour tout point p € M il existe » fonctions f, € © (A7) 
qui forment un système de coordonnées locales dans un voisinage. 
de p. 


*) B. Fouks, Zntroduction à La théorie des fonctions de plusieurs variables 
complexes. Moscou, Fizmatguiz, 1962 (en russe). 
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Citons sans les démontrer *) des propriétés des variétés de Stein 
qui montrent que ces variétés sont les généralisations naturelles des 
domaines d’holomorphie. 

I) Une variété complerze M est une variété de Stein si et seulement 
si il existe sur elle une fonction u différentiable strictement plurisub- 
harmonique croissant indéfiniment sur 0M, i.e. telle que les ensembles 
{p EM:u(p) <a} € M pour tout «ER. 

11) Si une variété de Stein M est un sous-ensemble ouvert d'une 


variété complexe M (munie d'une structure complexe induite), il existe 
une fonction f € © (M) non prolongeable holomorphiquement aux points 


de MM. 

Signalons encore qu’une variété de Stein à z dimensions peut 
être plongée dans C*"*! en tant que sous-variété fermée ou. en d’au- 
tres tèrmes, 

III) Pour toute variété de Stein M il existe un plongement holo- 
morphe propre **) f: M—C"#, où n = dimc M. 


42. Analyticité de l’ensemble des singularités. En conclusion 
de ce chapitre considérons quelques questions liées aux points singu- 
liers des fonctions analytiques dans leur interprétation générale. 
Cette interprétation est la suivante: toute fonction f holomorphe 
dans un domaine de C”" peut être prolongée analytiquement à son 
domaine (à un feuillet ou de Riemann) d’holomorphie; les points 
frontières de ce dernier s’appellent points singuliers de f. 

Dans le cas général l’ensemble des points sirguliers est de di- 
mension réelle 22 — 1 et n’est pas nécessairement doué de propriétés 
de différentiabilité. Mais dans certains cas spéciaux importants on 
peut montrer que cet ensemble est analytique. Commençons par le 
théorème de l’arête plongée (1932) qui est utile dans de nombreuses 
applications. 


Théorème 1 (H. Kneser). Supposons que deux hypersurfaces réelles 
S; = {2 EC" : p;(z) = 0} de classe C* se coupent suivant une arête 
T à 2n — 2 dimensions dans le cas générique, i.e. de telle sorte que par- 
tout sur F 


dm, À dy: 7 0 ***) (1) 


*) La démonstration de ces propositions est accessible dans l'ouvrage de 
L. Hôürmander An Introduction to Compler Analysis in Several Variables. 
Toronto, 1966 (théorèmes 5.2.10, 5.4.2 et 5.3.9). 

**) On rappelle qu'une application f: M—N est propre si l'image réci- 
proque de tout sous-ensemble compact NW est un sous-ensemble compact de #. 
Une application f est un plongement si c’est un difféomorphisme de M 2 f (M). 

*#**) Ceci exprime que sur | le rang de la matrice (SL ’ 1), 

Zh ÀÂZk 


où j—=1,2et k—1,...,n, est égal à 2. 
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et soit j une fonction holomorphe dans cette région d’un voisinage de FT 
où l’une au moins des p;,(z) << 0 (fig. 44). Si f n'est prolongeable ho- 
lomorphiquement à aucun point de T, alors T est une hypersurface 
complexe. 


> a) Supposons qu'il existe un point a € l en lequel 
Op À dp2 Æ 0. (2) 


Considérons la fonction @ = @q, + m2 — k (p° + pi), où k > 0 est 
une constante qui sera choisie ultérieurement. Comme , (a) = 
— @, (a) = 0, la propriété b) de la forme de Levi du n° 37 nous 
donne 

Ha (q, ©) = He (pu ©) + He (Ps ©) — 

— 2k (1 dm: (o) F + | dp2 (w) [*), (3) 
où 0; (w) — (w, Vo;) est le produit scalaire hermitien du vecteur 
wo € C” par la normale nr; — Vo; à la surface S, au point a (cf. n° 17). 

L’équation du plan complexe tan- 
gent TS (S) à la surface S = {p (z) — 
— 0} au point a est visiblement de la 
forme (z — a, n, + nr.) = 0, de sorte 
que € TS(S) si et seulement si 
(wo, nr; +n.) = 0. Mais la condition 
(2) signifie géométriquement que les 
vecteurs 7, — V®, et nr: — V@. sont 
C-linéairement indépendants(cf. n° 17). 
donc lorsqu'elle est remplie, il existe 
un vecteur & € 7° (S) tel que 6, (wo) — 

Fig. 44 = (0, n}) 5 0, j = 1ou 2. (En effet. 

si (w, n;) — 0 pour tout w = TS (S), 
les deux vecteurs »#; sont C-orthogonaux à l’hypersurface T£ (S) et 
par suite sont C-proportionnels.) 

Pour un tel w on peut prendre k assez grand pour que 


2k(lo, nr) +Il(e, ne) À) > Ho (qi ©) + Ho (pp: 0), 


et alors en vertu de (3) la forme de Levi H, (@, w) << 0. Le corollaire 
du théorème de Levi — Krjoska du n° 37 nous permet d'affirmer que 
toute fonction holomorphe dans cette région du voisinage de a où 
p << 0 se prolonge holomorphiquement à ce point. Mais la fonction 
p — qp (4 — kp,) + mp: (1 — kp.) est >0 pour 0 << p, <1/k et 
0 << pe << 1/k, donc la surface S — {p = 0} est située dans la par- 
tie du voisinage de a où au moins une @; << 0. Dans cette partie la 
fonction f envisagée dans le théorème est holomorphe par hypothèse. 
Mais cette partie contient aussi la région du voisinage de a où q << 
<< 0, donc d’après ce qui vient tout juste d’être prouvé la fonction f 
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se prolonge holomorphiquement au point a contrairement aux hy- 
pothèses. 
Donc le cas a) est exclu et en tous les points de F 


0p, À pe = 0. (4) 
b) La condition (4) exprime qu’en tout point z € [les vecteurs 


n = Vp et nr, = V®, sont C-proportionnels, i.e. TC(S;) — 

= TS (S;) et par suite TC ([) — TC (S;,) N TS (S2) = TS (S;) est de 
dimension réelle 22 — 2. Mais en vertu de la condition (1) les plans 
tangents réels 7, (S,) et 7. (S.) sont distincts et T, ([) = 7,(S,) nf 
NT,;(S2) en tout point z2EF et le théorème de Levi-Civita 
du n° 17 nous permet de conclure que Fest une hypersurface comp- 
lexe. 


% Montrer qu’une fonction f holomorphe dans cette partie du 
voisinage du tore F = {2€ C°: ]2, | = | z: | = 1} où soit | 2, | < 
< 4, soit | z | << 1 se prolonge holomorphiquement à FF. %# 


Corollaire. Si une fonction f est holomorphe dans un voisinage à 
2n dimensions d'une surface T € C" de classe C* à 2n — 2 dimensions 
et ne se prolonge pas holomorphiquement à T, alors F est une surface 
holomorphe. 

D Soit 2 € lun point arbitraire. Puisque F € C* et est lune 
surface à 2n — 2 dimensions, elle est définie au voisinage de 2° par 
deux équations réelles p, = 0, p, = 0, où ; € C* et dans ce voisi- 
nage d, /\ d. 0. La fonction f étant manifestement holomorphe 
dans cette partie du voisinage de F où min (p,, @2) << 9 et ne se 
prolongeant pas à l, on en déduit que [' est une surface holomor- 


phe. 


Dans le corollaire prouvé l’analyticité de l’ensemble des singula- 
rités est assurée par sa différentiabilité et sa codimension 2. Dans le 
résultat suivant qui est plus classique (1909) la différentiabilité de 
l’ensemble des singularités n’est pas conjecturée, par contre, on exi- 
ge qu'il soit coupé en un point au plus par des droites parallèles à 
une direction quelconque. 


Théorème 2 (Hartogs). Si a est un point singulier d'une jonction j 
et si pour tout point ‘z, ||": — ‘a || < €, cette fonction possède au plus 
un point singulier (‘z, z,) dans le polydisque U (a, &), alors il existe 
un polydisque ‘V (‘a. 6) tel qu'à tout ‘z E ‘V est associé un nombre z, 
pour lequel (‘z, z,) est un point singulier de f dans U et de plus la 
fonction z, = g (‘z) est holomorphe dans ‘V. 


> a) Prouvons la continuité de g. Sans perdre en généralité on 
admet que a = 0. Le point 0 étant l’unique point singulier de f 
se projetant en ‘0, le cercle y, = £{’z = ‘0, [z, | = n},0<n<e 
est contenu dans le domaine d’holomorphie de f. La famille de 
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disques Æ, = {2 —"b, [z, | 1} tend vers X, = {’z = "0, 
|zr | KL} lorsque ‘b —+ "0 et de plus OK — 0K9 = Yo Puisque K, 
contient le point singulier 0, il existe d’après le principe de conti- 
nuité (n° 36) un Ô >> 0 tel que pour || ’b || < 6 le disque X, contient 
au moins un point singulier de f. Par hypothèse, il ne peut exister 
plus d’un tel point singulier, donc la fonction z, = g (’z) est définie 
de façon unique dans °V = {p (’z, 0) << 6}. Par le même raisonne- 
ment on établit la continuité de g au point ‘0: on a g (0) = 0 et pour 
tout n > 0 il existe un 6 >> 0 tel que g (‘z) <n pour ||’z || € 6. 
Puisque pour ‘0 on peut prendre tout point de ’V, la fonction g 
est continue sur “V. 

b) Prouvons l’holomorphie de g. On peut admettre que 6 est 
assez petit pour que |g (’z) | << 8/3 pour ‘’z E”V et la fonction f 


sera alors holomorphe dans le domaine {z E"V, LE [Zn | < 
= : e}. Choisissons un nombre p tel que Te < p <<e et un 
on zh —= pe; la fonction f sera alors holomorphe dans le polydis- 
que {3 E'V, Izn — 2 | <p —+} . Par construction, pour tout 


‘’z€'V le point (’z, g(’z)) est un point singulier de f et tous les points 
(z, Zn) tels que |z, — 2 |<<|g(z)—z21| sont réguliers. La 
fonction g étant continue, 


R(z)=1g8g(7)—-2 | (5) 
est un ‘rayon de Hartogs (cf. n° 39). Comme |g(’z) | <e/3 et 
| |=p>,e/3, il vient R(z) > |2n |— |g(z)1>0 et par 
suite In R (‘ 2) est continu dans ‘Y. 


Prouvons que g est holomorphe à à l’aide de la plurisubharmonicité 
de la fonction — in R (’z) qui a été établie au n° 39. Il suffit de 
montrer que g est holomorphe par rapport à chaque variable z., 


v—=1,..., nr — 1, dans un disque | 2, | << r pour z, = a, fixes, 
[a | 7, pu #v. Pour alléger les notations on écrira R (2.) Le 
lieu de R de. …..) Zys + ++ Œn1) et par analogie g (z.). 


fonction — 1n R (z,) étant subharmonique dans le te 
{|z, | <r} et continue dans {[z, | r},ona 
27 
1 
In R(0)>—— ( In À (rel!) dt 
0 


ou, en vertu de (5), 


274 
 Jinletref)—peis| dir) (6) 


1) 


In] g(0)—pe*|2> 


*) Dans cette formule g (0) = g (ay, + + «5 0, - - ., &n-1) n’est pas néces 
sairement égale à 0. 
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Cette inégalité est satisfaite pour tout 6 € 0, 2x]; en l’intégrant 
par rapport à 6 et en changeant l’ordre d'intégration (ce qui est ma- 
nifestement licite) au second membre, on aura 


27 


(In | g(0)— peït | d6> (a 
Û 


0 


In | g(reït) — pei® | dB. (7) 


. 


Le théortme des résidus nous donne pour tout w, | w|<p 


n —e . E—0, 


(I=p} 


d'où il résulte que l'intégrale 
27% 
| 1n | peïè—w | d8= Re \ In (E—w) À = Re Int & 
Û {S1=p) {R1=p} 


ne dépend pas de w, i.e. est constante dans le disque |{ w |  p}. 
Comme |g(’z) | <p pour tout ‘z:E’V, on peut par conséquent 
dans le second membre de (7) remplacer g (re) par g (0). Mais on 
voit que (7), donc (6), se transforme en égalité pour tout 8, i.e. la 
fonction subharmonique — In | g(z,) — pe] est confondue au 
point z — 0 avec sa majorante harmonique. On en déduit (cf. n° 3 
de l'Annexe au tome 1) que la fonction 1n | g (z,) — peï° | est harmo- 
nique dans le disque {| 2, | << r} pour tout 8 € [0, 2xl. 
De (5) il résulte que 


R? = (g — peit) (g — pe-i8) — gg — p (e-ig + eiîg) + p°’, (8) 


cette fonction étant de classe C°® (par rapport aux variables z, et 


2) pour tout 6 en raison de l’harmonicité de in À. En formant la dif- 
férence des valeurs de (8) pour 8 = 6, et 8 — 6, + 2, on voit que 


e-i%eg — eitog € C° ; en posant 8, = 0 et x/2, on trouve que g + g, 
g—gec”, donc gEC® aussi. Reste à prouver que #= 
A cet effet on se servira du fait que In Æ*° est avec in R une fonc- 


tion harmonique de z, pour tout pE ](e/3, 2e/3){ et tout 6 € [0, 21]. 
L'équation de Laplace pour In RÀ° est de la forme 


et la fonction (8) doit la satisfaire pour tous p et 6 pris dans les in- 
tervalles indiqués. En portant l'expression (8) dans cette équation et 


17—0S48 
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en annulant le coefficient de a on trouve sous 


e-i9 ei, + —0 
on À FE 
a 
… 02 dy Le 
te tenu de ce qui précède) le coefficient de p*, on obtient 


pour tout 6, d’où =0 pour | z,|<<r. En annulant (comp- 


le  dg 168 %Æ 90 
e2ie (8 he oies 8.0 


dy dy div 92, 
_dg_ 08 
pour tout 6, donc —— =0 pour |[:, | <<r. 
v dzy 
: ; à ) ï 
Donc en tout point du disque {|z,|<<r} soit = —0, soit 
Y 


dE 
dzy 
fonction f (Zv Zn + z,) (on omet d'écrire la dépendance par rapport 
aux autres variables z,, u = v = n). Cette fonction satisfait à toutes 
les conditions du théorème et l'équation de la surface singulière 
sera pour elle z, — g (z,) — z, au lieu de z, = g(z,). Donc en 
és 2e. raisonnements, on trouve que l'une des conditions 


—=— —=0. Pour exclure le premier cas remplaçons f (z,, z,) par la 


LL = 0, — 1 = 0 sera aussi satisfaite pour g dans un voisinage 
Zv 


de z, = (. En tenant compte du fait établi précédemment on trouve 


ô . 
que ee —=0 dans un voisinage de z, — 0. 


2v 
On a un théorème plus général. 

Théorème 3 (Hartogs). Si a € C” est un point singulier d'une fonc- 
tion f et si pour tout ‘z, || z — ‘a || << e, le polydisque U (a, &) con- 
tient un nombre fini de points singuliers (‘z, z{")) de f, alors les points 
singuliers de f contenus dans un voisinage de a forment un ensemble 
analytique défini par l'équation 


(Zn — an) + @ (2) (en — en +... + (z) =0, (9) 


où les fonctions c, sont holomorphes en ‘a. 


Exercices 


1. Par définition, une courbe méromorphe dans un domaine 


D & Cest une application f: D — C" dont les composantes t,, 

— 1, ..., nr, sont des fonctions méromorphes dans D ; un zéro 
de f est un point ©, € D en lequel toutes les f, (£) = 0; l’ordre d'un 
zéro de f est le plus petit ordre des zéros de f, (v = 1, ..., n) en 
ce point ; un pôle de la courbe jf est un point {, € D en lequel l’une 
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au moins des composantes f, (£o) = © ; l’ordre d'un pôle de f est le 
plus grand des ordres des pôles de f, en ce point. Etablir l’analogue 
suivant du rs de l'argument 2 les courbes méromorphes : 


pet She (TE Par À uË 


CA 


(on admet ici que dD est une courbe différentiable, j est holomorphi- 
quement prolongeable à 0D et = 0 sur 9D ; Net P sont les nombres 
de zéros et de pôles de f dans D compte tenu de leur ordre ; (z, &) 
le produit scalaire hermitien). Ceci étant, le second terme du second 
membre est une quantité négative qui est nulle si et seulement si la 
courbe f est située sur une droite passant par 0 € C*. 

2. Démontrer la généralisation suivante de la formule intégrale 
de Martinelli — Bochner: si pour un multi-indice À = (k,, ..., k,) 
on introduit la forme 


(z) = (r—1)1x!: o (—1)°7 : zovt! 
OR (2 TT (ni — {z, y 


alors pour toute fonction f € © (D) on a en tout point z € D 
dÀf (2 
Le ” f (E) où Œ— 2) 


dzk+ti[v] À dz, 


(cette formule d'Andeotti — Norge est l'analogue multidimensionnel 
de la formule de Cauchy pour les dérivées). 


3. Soit II—={:2€C":|p,(z)|<1, u=1,...,r} un polyèdre 
polynomial dans C”" tel que det (2) 0 sur son squelette F. 
Montrer que toute fonction fEO(F) NC(HUT) s'approxime 
uniformément par des polynômes (donc, en particulier, se pro- 
de en une fonction de C (Il). 

. Soient SCC” une hypersurface réelle différentiable’ et 

… ‘C" une application différentiable. Montrer que le graphe 
{(2, f (z): z € S} est une variété complexe maximale si et seulement 
si les composantes de f sont des CR-fonctions. 

5. Soient M = {z E C”: p, (z) — . = @y (z) = 0} une variété 
génératrice et , des fonctions déterminantes. Montrer que 
du (M) est une CR-fonction sur M si et seulement si 6f À dm, À ... 

À 0» = 0 sur M. 

76. Soit f une fonction holomorphe dans un polydisque U & C" 
et continue sur l’ensemble U | F, où Fest le squelette de U. Mon- 
trer que f se prolonge en une fonction de C (U). 

7. Montrer qu'une fonction f continue sur la frontière OU du 
polydisque unité UC" et holomorphe par rapport à £&,, 
17° 
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Es ., À, dans chaque disque A, = {& :&u} = 6" 
u Æ v, | Le. u|<1}e OU se prolonge en une fonction de 
© (U) NC (0). 

8. Montrer qu'une fonction f continue sur le squelette l du poly- 
disque unité U € C" se prolonge en une fonction de © (U) NC (UV) 


si et seulement si \ f (©) &* dé =0 pour tout k=(k,, ..., k,), où 


L 
k, sont des entiers tels que l’un d'eux au moins est positif. 


9. Montrer qu'une fonction f analytique dans un domaine 
D € R°" par rapport à chaque coordonnée x,, ..., x:, et holomorphe 
dans une boule V € D par rapport aux coordonnées complexes 
Zy = LZy + ilZytns V = À, ..., nr, est holomorphe dans D (par rap- 
port aux coordonnées z,). 

10. Montrer que le disque unité généralisé (cf. n° 10) est un 
domaine convexe. 

11. Montrer que l'enveloppe polynomialement convexe d'un 
compact connexe est aussi connexe. 

12. Montrer que les ensembles suivants sont polynomialement 
convexes : 

a) un polyèdre polynomial de Weil; 

b) tout compact contenu dans un sous-espace réel de C'; 

c) l’image G = f (C°) par l'application construite dans l’exem- 
ple de Fatou (cf. n° 11). 

13. Montrer que le domaine de convergence d’une série de poly- 
nômes (resp. de fonctions rationnelles) est polynomialement (resp. 
rationnellement) convexe. 


14. Montrer que l'enveloppe rationnellement convexe XA d’un 
compact À © C”" est confondue avec l’ensemble {z € C'": p(2)€ 
€ p (Æ) pour tous les polynômes p}. 

15. Montrer que l’env eloppe polynomialement convexe d’un 
ensemble M & C*° composé d’un cercle privé d’un petit arc {z, = 
= et, 5LtE2n; :; — 0} et d'un cylindre {z, = e!,0Lt< 6; 
| ze | = 1} contient le disque {| z | < 1, z: = 0}. 

16. Montrer que le domaine D = {2€ C: | F +x>p"} 
n'est pas un domaine d’holomorphie. 

17. Soient D un domaine d'holomorphie, M un ensemble analy- 
tique dans D. Montrer que l'enveloppe de tout compact K € M 
par rapport à © (D) appartient à M. 

18. Montrer que le compact À = {|z | <1, |z | L | |} ne 
peut être représenté comme la limite d’une suite strictement décrois- 
sante de domaines d’holomorphie. 

19. Montrer qu’une variété totalement réelle M & C” de classe 
C? est la limite d’une suite strictement croissante de domaines d’ho- 
lomorphie. 
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20. Montrer que pour des fonctions réelles p € C* le déterminant 
de Levi 


0 —_. \ 
— det de 
op 2 


02} 02; 02h ; 


est égal au produit des valeurs propres de la restriction de H, (@, w) 
à TS {p = 0}, par | Vo l. 

21. Prouver le renforcement suivant du théorème 2 du n° 37: 
si un domaine D est strictement pseudo-convexe en un point 0 € 4D, 
un changement de coordonnées biholomorphe dans un voisinage de 0 
ramène la fonction déterminante de D à la forme ® (2) = Re z, + 
+ 12F+o (12 f). 

22. Montrer que l’ensemble de niveau {f = 0} d’une fonction ho- 
lomorphe f est extérieurement tangent à un domaine D en un point 
a € 0D de stricte pseudoconvexité, i.e. {f = 0} N 9D = {a}. 

23. Montrer qu’un domaine D & C”" est pseudo-convexe si et 
seulement si pour tout disque holomorphe SE D la distance 
ô(S, 9D) = 6 (68, 9D). 

24. Montrer que si un domaine D € €”, 9D E C*, contient une 
boule B, il est strictement pseudo-convexe en tous les points fron- 
tières en lesquels il est tangent à 0B. 

25. Montrer que le domaine D = {2 EC": |z|<1, :, = 0} 
est un domaine pseudo-convexe qui ne peut être défini comme l’en- 
semble des valeurs strictement négatives d’une fonction plurisubhar- 
monique. [Nota: utiliser le théorème de Grauert — Remmert cité 
à la page 233 et le principe du maximum.] 

26. La définition de la subharmonicité s'étend sans changement 
à l’espace R”' si l’on convient que la majorante est une fonction har- 
monique de m variables réelles. Montrer que les fonctions plurisub- 
harmoniques dans un domaine D € €” (—R*°") forment une sous- 
classe de fonctions subharmoniques dans D. 

27. Montrer que toute fonction harmonique dans un domaine 
D & C' et plurisubharmonique dans une boule B € D est pluri- 
harmonique dans D. 

28. Montrer que l’enveloppe polynomialement convexe d’un 
compact À € C” est confondue avec l’ensemble {z€C": u(z)}<supu 

K 


pour toute fonction w plurisubharmonique dans C”}. 


CHAPITRE IV 


FONCTIONS MÉROMORPHES ET RÉSIDUS 


Dans ce chapitre on étudie les fonctions méromorphes qui sont 
des fonctions présentant des singularités élémentaires. On portera 
particulièrement notre attention sur les problèmes de Cousin qui 
consistent à construire des fonctions méromorphes dont on connaît 
les parties principales et les zéros. On commencera par résoudre ces 
problèmes dans les cas les plus élémentaires, puis on développera les 
méthodes de résolution générale. Le dernier paragraphe est consacré 
à la théorie multidimensionnelle des résidus et aux problèmes d’ana- 
lyse qui lui sont rattachés. 


$ 15. Fonctions méromorphes 


43. Notion de fonction méromorphe. On dit qu'une fonction f 
est méromorphe dans un domaine D & C” si 1) elle est holomorphe 
partout dans D sauf en un ensemble de points P ; 2) n’est analyti- 
quement prolongeable à aucun point de P et 3) pour tout point 
2 € P il existe un voisinage U et une fonction Ÿ = 0 holomorphe 
dans U tels que la fonction q = f} holomorphe dans D A {UP} 
se prolonge holomorphiquement dans U. 

Il est évident que 1 (2°) = 0 en tout point 2° € P NA U (sinon la 
fonction fÿ, et avec elle la fonction f, seraient prolongeables à un 
voisinage du point 2°). Si l’on admet que pour tout point 2€ P les 
fonctions æ et % ne possèdent pas de facteurs communs holomorphes 
dans un voisinage de z° et nuls en z° (on peut toujours simplifier 
et y par ces facteurs), alors + ne s'annulera que sur l’ensemble P. 
Donc P est un ensemble analytique qui au voisinage VU de l’un 
quelconque de ses points z° est défini par l’équation 


P = {2E Un: vŸ (2) = 0}, (1) 


où wEO(U2). L'ensemble P s'appelle ensemble polaire de la fonc- 
tion f. 

Mais la fonction holomorphe f ne se comporte pas de la même 
façon en tous les points de l’ensemble polaire P. Les points : € P 
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se divisent en pôles en lesquels la fonction @ = fÿ est = 0 et en 
points d'indétermination en lesquels ® = 0 (on admet comme précé- 
demment que œ et ne possèdent pas de facteurs communs holomor- 
phes et nuls en 2°. La fonction f = œ/ croît indéfiniment au voisinage 
d’un pôle et prend toute valeur complexe au voisinage d’un point 
d'indétermination (plus exactement, la valeur w, sur l’ensemble ana- 
lytique {z € Us : @ (z) — wo (z) = 0} qui contient visiblement le 
point z°). La dimension complexe de l’ensemble des points d’indé- 
termination est au moins d’une unité inférieure à celle de l’ensem- 
ble des pôles, car les points d’indétermination sont caractérisés par 
la condition supplémentaire œ (z) — O0 qui est indépendante de la 
condition 4 (z) = 0. 


Exemple. L'ensemble polaire de la fonction f = z./z, méromorphe 
dans C° est la droite complexe {z, = 0}. Tous les points de cette 
droite sont des pôles à l'exception du point {z, = 0, z, = 0} qui 
est un point d'indétermination. 


Donnons maintenant la définition générale d'une fonction mé- 
romorphe sur une variété complexe arbitraire M : il est commode de 
la formuler en termes de faisceaux (cf. n° 28). Pour un point fixe 
Pp € M définissons la fibre «#, comme le corps des quotients dans 
l'anneau ©, des germes des fonctions holomorphes en p. On com- 
prend ceci de la manière suivante : des couples (œ, 1) et (q,. 1.) de 
germes de ©,, où 14 et 4, ne sont pas des germes d’une fonction 
identiquement nulle, sont équivalents si @w, = ww, (la vérification 
des axiomes d'équivalence est élémentaire). Les classes d'équivalence 
modulo cette relation seront appelées germes des fonctions méromor- 
phes au point p; un germe contenant un couple (@, #t) sera désigné 
par le symbole f = q/#. L'ensemble :#,, de ces germes est muni des 
opérations 


Pr 1 Es __ Pie t Por Pi, Pi __ Pi19z 
1 js 2  ViŸe 7 O1 Ye ViŸs ! (2) 


les opérations des seconds membres étant des opérations sur des 
germes de fonctions holomorphes (cf. n° 29 tome 1). Il est aisé de 
voir que les définitions (2) sont cohérentes (1° les classes d’équiva- 
lence des couples du second membre appartiennent à c# ,, car 4,4, 
=£ O0 si vd, = 0 et 1, =< 0 et 2° elles ne dépendent pas du choix de leurs 
représentants). L'ensemble :#, est un corps commutatif pour ces 
opérations qui est appelé corps des quotients dans l'anneau ©. 
‘élément neutre du groupe additif du corps #,, est l'élément 
O0 = O/+#, où 0; cet élément peut être identifié au germe d’une 
fonction holomorphe identiquement nulle. L'ensemble #7 = c#, 0 
des germes des fonctions non identiquement nulles forme un groupe 
multiplicatif dans le corps e#,. L'élément neutre de ce groupe est 
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1 =+ , Où @ = 0, l'élément inverse de Ê = œ/% est _ = 4/ (il 


appartient à #,, puisque @  Ü). 

On peut maintenant introduire un faisceau de germes de fonctions 
méromorphes sur une variété complexe M comme un faisceau de corps 
dont l’espace est 


oh (M) = Le A p; (3) 


quant à la projection et à la topologie, elles sont définies comme pour 
le faisceau © (M) ; les opérations (2) sont continues pour cette topo- 
logie. Les sections du faisceau c# (M) au-dessus d’un domaine DE M 
s'appellent fonctions méromorphes dans D ; l’ensemble de ces fonc- 
tions est désigné par [ (D, eu) ou simplement par &# (D). 

Les points du domaine D peuvent être divisés en deux types par 
rapport à f € «# (D). On dira qu’une fonction f est définie en un point 
p € D si f associe à p le germe f € #, de représentant (œ, tb), où , 
# E ©, et ne s’annulent pas simultanément en p *). A tout point p 
en lequel elle n’est pas définie, la fonction f associe une valeur com- 
plexe f (p) = œ (p)/+ (p) qui est finie si + (p) Æ 0 et infinie sinon 
(cette valeur ne dépend manifestement pas du choix du représentant 
(y, rt) du germe f). Les points de D en lesquels la fonction méromorphe 
f E ot (D) n'est pas définie forment l’ensemble d'indétermination de 
cette fonction. Ce sont des points p auxquels est associé un germe 
fEc#, dont tous les représentants (, 1#) sont tels que œ (p) = 
= 4 (p) = 0 simultanément. 

Les points de D en lesquels est définie la fonction f € ex (D) 
forment un ensemble ouvert et dense dans D, car son complé- 
mentaire, i.e. l’ensemble des points d’'indétermination de }j, est 
analytique. L'ensemble des points de D en lesquels f est définie et 
prend des valeurs finies est lui aussi ouvert et dense dans D. Aux 
points de cet ensemble sont associés les germes f € «# qui peuvent 
être représentés sous la forme œ/1 et identifiés aux germes ® € ©. et 
pour cette raison cet ensemble s'appelle ensemble d'holomorphie de f. 
Son complémentaire relativement à D s'appelle ensemble polaire de f 
(il est composé des points d’indétermination de f et des points en 
lesquels f est définie et prend des valeurs infinies). 


Considérons à titre d'exemple des fonctions méromorphes sur C” 


et P'. Dans C” sont méromorphes tous les polynômes et toutes les 
fonctions rationnelles de z = (z,, . .., 2h). 


Exemple. Pour la fonction z,z, l'ensemble polaire est l’ensemble 
des points à l'infini de C*, les points d'indétermination, les points 
(0, œ) et (co, 0). Pour la fonction z,2:/(3, + z,) l’ensemble polaire 


*) Par valeur d'un germe d'une fonction holomorphe en un point on com- 
prend la valeur en ce point de ses representants. 
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est la droite {z, — —z,}, les points d’indétermination, les points 
(0, 0) et (vo, co), les points d'holomorphie, tous les autres points à 
l'infini. 

Dans P" les polynômes de Z = (20, - -., 21) ne sont pas des 
fonctions méromorphes (s'ils ne sont pas constants), pour ce qui est 
des fonctions rationnelles, ne sont méromorphes que les fonctions 
homogènes qui sont invariantes par la substitution de Azaz,A€C, 
(i.e. les rapports de polynômes homogènes) ; ces dernières sont méro- 
morphes danc CP". Il se trouve que les fonctions rationnelles sont 
es seules fonctions méromorphes dans ces espaces. 


Théorème 1. Toute fonction f méromorphe dans P" ou C'" est ration- 

nelle. 
> La partie affine de ces deux espaces est C" et si z = (2,. .. 

... Zn) sont des coordonnées dans C”, la restriction de j à toute droi- 
te complexe C = {z,}, les autres coordonnées étant fixes, est une 
fonction méromorphe d’une seule variable z, présentant en :, = 
un pôle ou une singularité éliminable (v = 1, . .., #). Cette restric- 
tion est une fonction rationnelle de z d’après le théorème du n° 25, 
tome 1. Or une fonction rationnelle en chaque variable, les autres 
étant fixes, est rationnelle en l’ensemble de ces variables (cf. exer- 
cice 10 du chapitre I). Donc d’après le théorème d’unicité f est ra- 


tionnelle sur P" ou C'. « 

Attardons-nous sur la notion de diviseur d’une fonction méro- 
morphe. Pour les fonctions d’une seule variable, un diviseur est l’en- 
semble des zéros et des pôles d’une fonction pris avec leurs ordres, 
ces ordres étant considérés comme positifs pour les zéros et négatifs 
pour les pôles. Passons au cas général et supposons qu’une fonction 
méromorphe f-est donnée sur une variété complexe 4 à nr dimensions. 
Supposons que cette fonction se représente localement au voisinage U 
d’un point p, € M par le rapport de fonctions holomorphes dans U: 


(=, (4) 


où œ et ne possèdent pas de facteurs holomorphes communs s’an- 
nulant simultanément (on dira qu’une telle représentation est rédui- 
te). Désignons par À la réunion de l’ensemble N des zéros de f et 
de son ensemble polaire P : À est visiblement un ensemble analyti- 
que de codimension 1 (ou vide). Les points d’indétermination, i.e. 
les points de N fj P, sont les points critiques de À, de sorte que tout 
point régulier a € A° appartient soit à NV, soit à P (cf. n° 24). Un tel 
point ne peut appartenir qu' à une seule composante irréductible de N 
ou de P (car les points d’intersection de plusieurs composantes sont 
critiques), donc à ce point est associé un nombre naturel bien défini: 
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l’exposant du facteur correspondant dans la factorisation de œ ou 
de % (cf. n° 24). Ce nombre sera pris avec le signe + si a € N et 
avec le signe — si a € P et sera appelé ordre de la composante. Il ne 
dépend visiblement pas du choix de la représentation locale 
réduite (4). 

On appelle diviseur d'une fonction méromorphe f le couple 


A; = (4, k), (5) 


composé de l’ensemble analytique À =  U P de codimension 1 
et d’une fonction à valeurs entières k = À (p) définie sur l’ensemble 
A° des points réguliers de À et prenant sur chacune de ses composan- 
tes irréductibles une valeur constante égale à l’ordre de cette compo- 
sante ; la fonction k est continue sur À°. 


44. Problème additif de Cousin. Reformulons le problème de 
construction d’une fonction méromorphe d’une seule variable par ses 
pôles et ses parties principales. Soient données dans un domaine 
D € C une suite de points a, ne possédant pas de points d’accumula- 

Tv e(v) 
tion dans D et une suite de fonctions g,(z) — ÿ ee. 

at (—Gv 
Considérons un recouvrement Ù = {U,}cea du domaine D par 
des domaines U,, € D contenant chacun un nombre fini de points 
a, et désignons par f, la somme g, étendue à tous les points 
a, E U, ; si U, ne contient pas de points a,, on posera f, = 0. Les 
fonctions f, sont toutes méromorphes et de plus si U, A Us Æ ©, 
alors f, — f —hkc4 est une fonction méromorphe dans cette inter- 
section. Le problème se ramène à la construction d’une fonction f 
méromorphe sur D telle que les différences f — f, soient méromor- 
phes dans U, pour tout & € A. D'après le théorème de Mittag — Lef- 
fler (n° 45, tome 1) ce problème admet une solution dans tout do- 
maine plan D. 

Le problème peut être posé sous cette forme pour une variété 
complexe arbitraire M ; il porte alors le nom de premier problème ou 
problème additif de Cousin pour un recouvrement. 

Dans la suite, par recouvrement d'une variété M on comprendra 
un ensemble % = {U,}ceA de ses ouverts U, tel que UU, = M 
et que tout point p € M appartienne à un nombre fini de U, (condi- 
tion de finitude locale). La position de ce problème est la suivante: 

Etant donné un recouvrement À = {U,},ea d'une variété 
complexe M et dans chaque U, une fonction f, méromorphe telle 
que soit remplie la condition de compatibilité suivante : dans toute 
intersection U,gs = U, NU8 la différence 


fa — 18 = has € O (Us) (1) 
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i.e. est une fonction méromorphe, on demande de construire une fonc- 
tion f méromorphe sur M telle que f — f, € O (U,) pour tout 
a € À. 

Ce problème n’admet pas toujours une solution pour dim M >> 1. 


Exemple. Supposons que le domaine C5 — C*X {0} est recouvert 
par deux domaines U, — C°X{z;, = 0}, j — 1, 2. Prenons pour f, 
la fonction 1/(z,z.) qui est méromorphe dans U, et posons f, = 0 
dans U,; ces données de Cousin sont compatibles, puisque U,, — 
= C? X {z,z: = 0}. Supposons que le problème de Cousin admet 
une solution, i.e. il existe une fonction f méromorphe dans Ci telle 
que f—f =g EO(U:) et fEO(U:). Comme 2z,f, = 1/4 € 
€ © (U:), il en est de même de z.f, donc z.f est holomorphe dans 
U, UU, = Ci. D'après le théorème des singularités compactes, z.f 
se prolonge en une fonction entière et 1/2, = 2,f — 2.8, dans l”;, 
en particulier, 4/z, — z.f dans le plan {z, = 0} X 0. Or en O la 
fonction z.f est continue et la fonction 1/z,, illimitée, ce qui est con- 
tradictoire. 


Citons la condition nécessaire et suffisante pour que le problème 
de Cousin admette une solution. Du reste, cette condition est telle- 
ment proche du problème lui-même qu'on peut la traiter comme un 
autre énoncé. 

Les fonctions k,p = fa — fs Sont visiblement antisymétriques 
par rapport aux indices, i.e. kga = —hag et dans chaque triple 
intersection Uopsy = Ua N Us NU, Æ S elles satisfont à la condi- 
tion 


hop + ksy + ka = (. (2) 


Toute collection de fonctions k,8 € © (U, 8) antisymétriques par 
rapport aux indices et satisfaisant à la condition (2) dans toutes les 
triples intersections U,$8, sera appelée cocycle holomorphe pour le 
recouvrement À = {U,} de M. 

Si ces fonctions sont reliées aux données de Cousin par les rela- 
tions (1), le cocycle {hk, 4} sera appelé correspondant au problème de 
Cousin {f,}. Enfin, un cocycle holomorphe {h,$} sera appelé cobord 
si pour tout & € À il existe des fonctions h, € © (U,) telles que 
dans chaque intersection U,, on a 


LP = hp — he. (3) 


La terminologie introduite nous permet de formuler la condition 
nécessaire et suffisante évoquée ci-dessus. 


Théorème 1. Pour que le problème de Cousin {f,} admette une so- 
lution pour un recouvrement donné À de la variété M, il est nécessaire 
et suffisant que le cocycle holomorphe {h,;A} correspondant à ce pro- 
blème soit un cobord. 


268 FONCTIONS MEROMORPHES ET RESIDUS (CH. IV 


> Si le problème de Cousin {f,.} admet une solution, il existe 
une fonction f méromorphe sur M et telle que toutes les différences 
f — fa = ha Soient holomorphes dans Ü,, (x € A). On en déduit pour 
le cocycle holomorphe correspondant {hs} 


has = fa — fs = hp —ha, 


ce qui exprime que {k,8$} est cohomologue à 0. 

Supposons réciproquement que le cocycle holomorphe {hk,8} cor- 
respondant au problème de Cousin {f.} est un cobord. Il existe alors 
des fonctions hk, € © (U.) telles que k;s — h, —h,$ dans chaque 
intersection U,8, i.e. dans chaque UV, 4 on a fa — fs —hg —hk, ou 


Ja Fha =fs+hs 


pour tous &, B € A. Donc les fonctions f, + k, méromorphes dans 
U, ne dépendent pas du choix du voisinage U, et sur M est globale- 
ment définie une fonction méromorphe f égale à f, + h, dans cha- 
que U,. Cette fonction n’est autre que la solution du problème de 
Cousin. 


Paraphrasous le théorème prouvé. Pour le recouvrement envisagé 
{U,} de M les cocycles holomorphes h, 4 peuvent être ajoutés (ponc- 
tuellement dars chaque intersection U, 8). Ces cocycles forment par 
rapport à cette opération un groupe que l’on désignera par Z! (4, Ü) 
et qu'on appellera groupe des cocycles holomorphes pour le recouvre- 
ment {L. Ce groupe contient un sous-groupe de cobords B! (4, O). 
Le groupe quotient 


Z\ , O)/B' (A, ©) = H? (4, O) (4) 


sera appelé (premier) groupe de cohomologie pour le recouvrement L 
de À] (à coeffivients holomorphes). 

Les éléments de A1 (1L, ©) sont des classes de cocycles holomor- 
phes cohomologues. La trivialité de ce groupe exprime que pour le 
recouvrement envisagé tous les cocycles holomorphes sont des cobords. 
C'est pourquoi on peut encore formuler le théorème 1 sous la forme 
suivante. 


Théorème 1’. Pour que tout premier problème de Cousin pour un 
recouvrement 4L de la variété complexe M admette une solution, il est 
nécessaire et suffisant que soit trivial le premier groupe de cohomologie 
à coefficients holomorphes: 


HY (@L, ©) = 0. (5) 


Les notions définies plus haut possèdent des analogues dans la 
classe des fonctions et des variétés différentiables. Supposons qu’une 
variété différentiable M est recouverte par un système 4 — 
= {Uy}aca d'ensembles ouverts et qu’à chaque intersection non 
vide lg est associée une fonction ke 8 € .F (Ug), i.-e. une fonc- 
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tion différentiable dans U, telle que hx; = —hag. Si la condition 
(2) est remplie dans chaque triple terections le cocycle {has} 
sera appelé cocycle différentiable pour le recouvrement 4. En outre si 
l'analogue différentiable de la condition (3) est rempli, i.e. si pour 
tout & € À il existe une fonction k, € .7 (U.) telle queh,s = hg — 


— h, dans UV, pour tous &, B € 4, ne le cocycle {kg} s "appelle 
cobord. 


Le premier groupe de cohomologie H!(1L, F) à coefficients diffé- 
rentiables se définit exactement comme dans le cas holomorphe. On 
a toutefois le 


Théorème 2. Pour tout recouvrement {AL d'une variété différentiable 
M le premier groupe de cohomologie à coefficients différentiables est 


trivial : 
H' (U, .F) = 0. (6) 
> Construisons une partition de l'unité pour {Ua}, i.e. une 
famille de fonctions e, € C° (M) telles que > es (p) =1 pour 
a£A 
tout point p € M et que supp e € U,. Cette partition de l'unité 
nous permet de lisser les fonctions has en les remplaçant par les 
fonctions 
1 eihie dans Uo 
hie = 
0 dans U, XV. 
A noter qu'on a prolongé hk;, au voisinage U, tout entier, mais elle 


ne sera nulle que dans l'intersection U,,. Maintenant nous pouvons 
dans chaque VU, définir une fonction 


= À hi (7) 


où la sommation est étendue à l’ensemble tout entier des indices 
mais en chaque point p E U, seul un nombre fini de termes sont 
non nuls. 


Il est évident que tous les k, € C” et qu’en tout point de chaque 
intersection Up 


kg — he 2 (hip — his) = 2 & (k;p — hic). (8) 


Mais comme {h,.4} est un cocycle, en boue de (2) en tout point de 
l'intersection Up; on a h;5 —hia = ha; + hip = hag donc en 
vertu de (8) dans chaque U, 8 


Rp—ha= 2 eihañ = has 


Donc la famille {k,} est la famille cherchée, i.e. {k,4} est un co- 
bord. 
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Le lecteur aura indiscutablement remarqué que les termes intro- 
duits ici sont analogues à ceux utilisés au n° 14 pour étudier les 
formes différentielles. Dans le numéro suivant on verra que le lien 
entre les formes différentielles et le problème de Cousin est assez 
profond et n’est pas circonscrit à une similitude de terminologie. 


45. Solution du problème additif. On se propose de démontrer 
que le problème additif de Cousin admet une solution dans le cas 
élémentaire d'un polydisque ou, plus généralement, dans le produit 
de domaines plans simplement connexes. On résoudra ce problème en 
deux étapes: la première est déjà prête, pour préparer la deuxième 
on aura besoin du 


Lemme. Dans tout domaine simplement connexe D & C le système 
de Cauchy — Riemann non homogène 


ÿ) 
= 8 () (1) 
admet une solution de classe C” (D) pour toute fonction g EC”. Sig 
est une fonction dépendant holomorphiquement (ou différentiablement) 
d'un paramètre, il en sera de même de la solution f. 

D Supposons tout d’abord que la fonction g est à support bor- 
né, i.e. est nulle en dehors d’un compact de D. La formule de Cau- 
chy — Green (n° 19, tome 1) nous donne alors 


i dg dé À dè | 
Aer - 9 Ur eme (2) 


Considérons maintenant la fonction 


j= tr | OA ; (3) 
D 


on peut prolonger g au plan tout entier en la posant égale à O dans 
C X D et considérer alors que l'intégration est étendue à C. Faisons 
encore le changement de variables d'intégration + CL +z;ona 
alors 


tar | ES dr À dE. (4) 
C 


Une dérivation sous le signe d’intégration (ce qui est visiblement li- 
cite) nous donne 


9 _ 1 | dé À dè 
0 ni à & b 
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ou, en revenant à l’ancienne variable d'intégration, 
8 


AH __1 | HA 
Emi % Li 


En comparant avec (2) on s'assure que f est solution du systè- 
me (1). On peut dériver l'intégrale (4) par rapport à z autant de fois 
qu'on le veut, donc f € C° (D). Si g dépend holomorphiquement d'un 
paramètre, il en sera de même de l’intégrale. Ce qui prouve le lemme 
pour les fonctions à support borne. 

Dans le cas géneral considérons l’exhaustion compacte de D 
par des domaines simplement connexes G, (G, € G,+1, UG, = D) 
et construisons des fonctions g, € C” (D) de telle sorte que £g, = £g 
dans G, et g, — 0 dans D G,:,. D'après ce qui a été prouvé chaque 
système T — g, admet une solution de classe C” (D); nous allons 

z 
montrer que les solutions f, peuvent ètre choisies de telle sorte que 
dans chaque G,., l’on ait 


| vtr — fo 1 € 1/29, v =, PRE (5) 
En effet, choisissons la solution f, à l’aide de la formule (3) dans 


laquelle g est remplacée par la fonction g,, puis fe à l’aide de la mé- 
me formule en y effectuant le changement g = g, et remarquons 


que la différence fe — f, est holomorphe dans G, (car _ 2 — fi) = 
2 


—= £a — & = 0 dans G;). D'après le théorème de Runge (n° 23, 
tome 1), pour tout domaine G,; € G;, on peut choisir un polynôme 
P, tel que l’on ait dans G, 


fe —fh— Pl <1/2; 


e- e Ad # e L 1 « ) 
on voit maintenant que f: — f, — P, vérifie le système _. = g, et 
z 


la condition (5) pour v = 1. On peut répéter cette procédure pour 
V2) 0 22e 

La suite de fonctions f, converge uniformément sur chaque com- 
pact À E D vers la fonction 


= h+T Gui). 


Dans tout G, la fonction f se représente par une somme finie de 
fonctions de classe C°” et de la somme d’une série uniformément 
convergente de fonctions holomorphes f,;,—f,, où v>u 


(on a Las sur G, pour v>u) .. Donc fEC”(D)et 
z z 
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= Jim 
dz Vv—3 = 
f par rapport au paramètre dont dépend g résulte du théorème 
de Weierstrass (n° 23, tome 1); quant à la dépendance différen- 
tiable, elle se prouve de façon élémentaire. 4 

La deuxième étape de la résolution du problème de Cousin repose 


sur le théorème d'existence d’une solution du 9-problème. Pour le 
formuler on rappelle que toute forme © exacte par rapport à l'opé- 


rateur Ô (i.e. une forme se représentant par © — dw,) est automati- 
quement fermée, i.e. telle que 0w = 0: ceci résulte de la relation 
6 = O0 (cf. n° 15). Donc pour qu'une forme soit exacte il est néces- 
saire qu'elle soit fermée. Le théorème d'existence d’une solution du 
0-problème exprime que cette condition est suffisante aussi pour 
certains domaines. 


—g partout dans D; la dépendance holomorphe de 


Théorème 1. Si un domaine D € C' est un polydisque ou, de façon 
plus générale, le produit de domaines plans simplement connexes 
D, X ... X D,, chaque (0, 1)-forme w fermée par rapport à l'opé- 
rateur Ô et à coefficients différentiables est exacte dans D, i.e. toute 
équation 


0f—=0, (6) 


où w= >, a,dz,, a, EC” (D) et Üw—=0, admet une solution f de 
v=1 
classe C” (D). 
> Mettons (6) sous la forme du système 


av Vi, :5:5n, (7) 


et prouvons par récurrence sur z qu'elle admet une solution de classe 

C® (D). Pour n = 1 ceci a été prouvé dans le lemme ; supposons que 

cette proposition est valable pour un nombre de variables <n — 1 

et prouvons qu'elle est vraie pour un système (7) à r variables. 
Considérons la dernière équation de ce système 


et désignons par g sa solution dans le domaine D, : g est une fonc- 
tion de z, dépendant de ‘z = (z,, ..., zh) comme d’un para- 
mètre. Cherchons la solution du système (7) sous la forme f = g + o; 
la fonction œ doit alors être holomorphe en z, dans D,, et par rap- 
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port aux autres variables vérifier le système 


ns e = 0,, v=1,...,n—1 (8) 


dzy 02, 


dans le domaine 'D=D,X ... X Dh-1. 
dau da, 


La forme w étant fermée, i.e. ==, et 
dzy EM 
0?g D 
Ozn Ov OZy d2x 
ôb db, 
ON a—=—--- pour tous up, v=1,...,n—1. Donc la forme 
Zv n 


n— 1 

S' b.,.dz, est aussi fermée et, d'après l'hypothèse de la récurrence, 
v=1 

le système (8) admet une solution EC” (D) dépendant de z, 
comme d'un paramètre. Reste à vérifier que @ dépend holomor- 
phiquement de z,. Pour cela il suffit de s’assurer que les seconds 
membres du système (8) dépendent holomorphiquement de z, *). 
Mais 


nf 
OZn dZn Ozn d2y Zn 02y 
pour tout v = 1, ..., nr — 1, puisque la forme « est fermée. 4 
Désignons par 
A2 (D) = Z°,/B%1 (9) 


le groupe quotient du groupe Z°:! des (0, 1)-formes fermées par rap- 
port à l'opérateur 0 et à coefficients de classe C° (D) par son sous- 
groupe B°:! des (0, 1)-formes exactes (comparer avec le n° 15) où 
un groupe analogue est défini pour l'opérateur d). Le théorème 1 
peut être énoncé sous la forme suivante: 


Théorème 1’. Le groupe quotient (9) est trivial pour un produit D 
de domaines plans simplement connexes. 

Nous disposons maintenant de tous les éléments pour prouver 
l'existence d’une solution du problème de Cousin. 


Théorème 2. Si D € C'est le produit de domaines plans simple- 
ment connexes, tout problème additif de Cousin {f.,} admet une solution 
pour tout recouvrement {U,} de D. 


> Comme déjà signalé, la démonstration s'effectue en deux éta- 
pes. Soit keg — fa — fs le cocycle holomorphe correspondant au 
problème de Cousin (i.e. un ensemble de fonctions holomorphes dans les 


*) Cette assertion se prouve par récurrence sur » à l’aide du lemme. 
18—0848 
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intersections U,s = Us N U8$ des domaines du recouvrement). Uti- 
lisons tout d’abord le théorème 2 du numéro précédent pour résoudre 
ce cocycle avec des fonctions différentiables, i.e. trouvons des fonc- 


tions g, EC” (U,) telles que 
has = £p — £a dans Up. (10) 


Dans la deuxième étape nous corrigerons cette solution en rempla- 
çant £a par des fonctions holomorphes. Remarquons à cet effet que 
has = 088 — 08, — 0 en vertu de l’homographie des fonctions 
k.g dans chaque intersection U,,. On voit que la (0, 1)-forme w qui 


est égale à ôg,. dans chaque U, est bien définie globalement dans le 


domaine D tout entier (dans chaque intersection on a 0g, — gs). 

Cette forme est visiblement fermée dans D (car chaque point : € D 

est contenu avec l’un de ses voisinages dans un U,, dans lequel 

0 = Ôge et par suite do — 0) et possède des coefficients différentia- 
es. 

D'après le théorème 1 il existe une fonction g différentiable dans 

D telle que 9g = ©. Pour tout & la fonction k; = ga — g sera alors 


% 


holomorphe dans ÜU,, car on y aura 0h, — 0g, — «© = 0. Reste à 
remplacer (10) par 


hop = (£p — €) — (Sa — 8) =hg—he. (11) 


Nous avons résolu le cocycle {h,.} avec des fonctions holomor- 
phes, or d’après le théorème 1 du numéro précédent ceci est suffi- 
sant pour que le problème correspondant de Cousin admette une so- 
lution. 


Remarque. Le premier des deux faits sur lesquels repose la réso- 
lution du problème additif de Cousin — la trivialité du groupe 
H' (4, F) de cohomologie à coefficients différentiables — est valable 
pour tout recouvrement ouvert d’une variété différentiable (cf. 
théorème 2 du n° 44). Le deuxième fait — l'existence d’une solution 


du 4-problème sur une variété M ou, ce qui revient au même, la tri- 
vialité du groupe quotient H1 (M) des (0, 1)-formes fermées par les 
formes exactes — est bien plus subtil et n’a pas toujours lieu. 


Les difficultés qui apparaissent dans la résolution du 4-problè- 


me sont dues au fait que pour #7 >> 1 le système df = w est redon- 
dant : il se ramène à nr conditions complexes sur une fonction incon- 
nue f. D'ailleurs si la forme « du second membre est à support borné 


dans le domaine D (et de toute évidence 9-fermée), le problème se 
résout facilement : il suffit de prolonger w à un polydisque conte- 
nant D en la posant égale à 0 en dehors du support et en se servant 
du théorème 1 prouvé. Donc la principale difficulté de ce problème 
consiste à éliminer l'influence de la frontière du domaine. 
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Le grand cycle de travaux consacrés au d-problème s’est achevé 
sur les travaux de Lars Hôrmander qui a prouvé que l’on pouvait éli- 
miner l'influence de la frontière pour tous les domaines pseudo- 
convexes, donc pour tous les domaines d’holomorphie (aucune con- 
dition n'est imposée à la différentiabilité de la frontière). Citons 
ce résultat sans le prouver *). 


Théorème (L. Hôrmander). Dans tout domaine pseudo-convexe 
D & C" l'équation 0f = «w admet une solution de classe C° (D) pour toute 
(0, 1)-forme d-fermée à coefficients de classe C® (D), i.e. pour un tel 

maine 

1H (D) = Z1/BA1 = 0, (12) 


En s'appuyant sur les faits cités on peut répéter la démonstration 
du théorème 2 et établir le théorème général d'existence d’une solu- 
tion du problème additif de Cousin pour les recouvrements: 


Théorème 3. Le problème additif de Cousin f, admet une solution 
pour tout recouvrement {U,} d'un domaine pseudo-convere D & C". 


% Des domaines D,, D, & C” sont tels que D, N D, = D est un 
domaine d’holomorphie. Montrer que toute fonction f € © (D) peut 
être mise sous la forme f, + f., où f; E © (D), j = 1, 2. % 


$ 16. Méthodes de la théorie des faisceaux 


Dans ce paragraphe le lecteur sera initié aux méthodes nées de la 
combinaison des idées de l’analyse complexe, de l'algèbre et de la 
topologie. Le principal mérite dans l'élaboration de ces méthodes 
revient à l’école mathématique française et en premier chef à 
H. Cartan et J.-P. Serre. Notre but étant l'exposition non pas de ces 
méthodes mais de leurs applications, nous omettrons les démonstra- 
tions de certaines assertions. 

Commençons par la généralisation des notions introduites au 
n° 44 aux sections d’un faisceau de structure algébrique quelconque. 
Pour fixer les idées nous envisageons des faisceaux de groupes abé- 
liens munis de l’addition. 


46. Groupes de cohomologie. Considérons un recouvrement 
UL = {U,}seA d’un espace topologique M sur lequel est défini un 
faisceau de groupes abéliens #. Fixons un entier r > 0 et pour tout 
multi-indice &« = (&o, . .., &,) € A’*! désignons par 


Ur = UN... NUc (1) 
l'intersection des r + 4 ensembles du recouvrement. 


*) Cf. ouvrage de Hôrmander cité à la page 253, théorème 4.2.5. 
18» 
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On appelle cochaîne d'ordre r pour un recouvrement 4 donné de 
l’espace M à coefficients dans le faisceau # une fonction h qui asso- 
cie à chaque multi-indice & € A’*} une section hk, ET (U,, #) (cf. 
n° 28) et qui est antisymétrique par rapport aux indices, i.e. conserve 
ou change le signe selon que la permutation des indices est paire ou 
impaire (on rappelle que les opérations dans les fibres se générali- 
sent aux sections d'un faisceau). Si U, est vide, on conviendra que 
k, = 0. On désignera par C” (4, #) l’ensemble de toutes les cochaî- 
nes d'ordre r pour le recouvrement à coefficients dans le faisceau # ; 
c'est un groupe par rapport à l’opération définie sur les fibres. 

Définissons maintenant l'opérateur cobord 6 qui à chaque cochaîne 
h d'ordre r associe une cochaîne ôk d'ordre r + 1 d’après la règle 


r+i 


CORRE CE) EE (2) 


(on omet l'indice «, à droite). L'application 
ô: CU, #)— C1 (A, F) (3) 


est visiblement un homomorphisme des groupes de cochaïînes corres- 
pondants. 

L'opérateur à est identique à l’opérateur bord 9 (n° 14); comme 
lui il est idempotent, i.e. 


6? = 6.6 — 0. (4) 


Une cochaîne h € C’ (4, #) est un cocycle si son cobord 6h = 0; 
l’ensemble 


TU, F)={hEC A, #): 8h = 0} (5) 


s'appelle r-ième groupe de cocycles (à coefficients dans #). Un cocycle 
h € C” est cohomologue à zéro ou est un cobord s’il existe une co- 
chaîne g E C'-1 (0, Ÿ) telle que Ôg = h ; le groupe de ces cocycles 
sera désigné par PB” (7, #). C’est un sous-groupe du groupe (5) et 
le groupe quotient 


HN, #) = Z' (AU, F)/BT (AU, #) (6) 


s'appelle r-ième groupe de cohomologie (à coefficients dans #) par le 
recouvrement ‘%/. 

Dans le cas particulier r = 1 les cochaînes {hkc«,} sont défi- 
nies sur les intersections Ua, des ensembles du recouvrement, de 
sorte que ho + Ra — O0 (antisymétrie par rapport aux indices). 
L'opérateur 6h les transforme en cochaînes d'ordre 2 telles que 
(OR)asaie, = Rœia — Rats + Rasa, dans Ücaiz,e Donc seront 
aussi des cocyles les cochaînes telles que hoc, + haie + ha = (0. 
Le cobord de la cochaîne {k,} d'ordre 0 est la cochaïne 
(Oh, = Ra; — Ras donc les cobords d'ordre un seront les cocy- 
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cles pour lesquels hoœ, = Ra, — Ra, La terminologie introduite 
ici pour r — 1 est identique à celle du n° 44, le groupe de cohomolo- 
gie étant ici H? (7%, O). 

Considérons encore le groupe de cohomologie d'ordre 0. Les co- 
cycles seront ici les cochaînes hk, pour lesquelles h,, — h;, = 0 
dans chaque intersection Ua, Donc tout cocycle À d'ordre 0 dé- 
finit une section du faisceau Ÿ au-dessus de l’espace M toutentier, 
i.e. une section globale, élément du groupe F (M, #), dont la res- 
triction à chaque U, est confondue avec k,. Une cochaîne d'ordre 
—1 est par définition l’ensemble vide, donc seul un cocycle d'ordre 
0 est un cobord d’ordre 0. La division par ce cocycle étant triviale, 
on a le 


Théorème 1. Le groupe de cohomologie trivial à coefficients dans 
un faisceau Ÿ sur un espace topologique M est confondu pour tout re- 
couvrement AL avec le groupe de sections globales de Ÿ : 


HU, #F)&TM, #F). (7) 


Signalons encore que le théorème 2 du n° 44 relatif à la trivialité 
du groupe H1 (4, F) se généralise pratiquement sans changement 
aux groupes de cohomologie d'ordre supérieur. Plus exactement, on 
a le 


Théorème 2. Pour tout recouvrement ouvert 1. d'une variété com- 
plere M les groupes de cohomologie à coefficients dans le faisceau .F9.*° 
des germes des (0, s)-formes différentiables sont triviaux : 


HT (AU, F5) = 0 pour tous r >1 et s > 0. (8) 


> On demande de prouver que tout cocycle © = {@c,. rs 
a, € A} est un cobord. Considérons la partition de l'unité {e,,} 
subordonnée au recouvrement 4 et satisfaisant à la condition men- 
tionnée dans la démonstration du théorème 2 du n° 44 et pour tout 
& — (Gp, - - -» Ar) E À’ et B E A posons 


epOpe dans Upos 


cie = | O0 dans U, XUhos nu Le 


Nous avons obtenu une cochaîne «w° d'ordre r — 4; son cobord 


(6&)a, œ, = 


T La 
— —1 w’ x = € — 1 “o « 
DROUCE SZe2(—D'e 5.0 
r 
Mais &a...a. — —1)"o x =0, car © est un cocycle, 
“ Tr 2 ) Ba,-..v...a, ÿ 
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? 
(6w Ja. &, = 2 EpOa,...a, — Ouo...æ, 2 Ep Oo... 
1.e. Ôu'—=w. 


% Supposons que P! = {{w,, w,]} est recouvert de façon stan- 
dard par les domaines U, = {w, Æ 0} et U, = {w, == 0}. Montrer 
que pour ce recouvrement H° (4, ©) = C et H* (4, ©) = 0 pour 
k=>1. (Indication: décomposer des fonctions en séries entiè- 
res suivant la coordonnée locale z = w,/w, et comparer ces dévelop- 
pements dans U,, U, et U,, = {0 << |[z|< œ}; le résultat est 
trivial pour k >> 1. % 


Passons maintenant des groupes de cohomologie pour les recou- 
vrements aux groupes de cohomologie de l’espace lui-même. A cet 
effet il faut construire un processus de localisation identique au 
passage des préfaisceaux aux faisceaux du n° 28. Plus exactement, 
nous ordonnons l’ensemble des recouvrements pour l'inclusion, dé- 
finissons les homomorphismes reliant les groupes pour deux recou- 
vrements dont l’un est plus fin que l’autre et nous passons à la limite 
à l’aide de ces homomorphismes. 

Soient donnés deux recouvrements = {U4}oga et 7° — 
— {Va}ses; on dira que le recouvrement 7 est plus fin que À (et 
on notera Ÿ —< 4) s’il existe une application 


p:B—+ A (9) 
telle que V, Us) pour tout B € B. Pour p donné, à toute co- 
chaîne h € C’ (AL) on peut associer une cochaîne ph € C” (7) en 
posant pour chaque multi-indice B € B'*! la valeur (ph)s égale à 
la restriction de km à Vs *). Puisque à (ph) — p (6h) pour toute 


cochaîne hk (5 est l'opérateur cobord), l’application p induit l’appli- 
cation 


o*: HA, #)—-H (7, #F), (10) 
qui est de toute évidence un homomorphisme de groupes. 


Lemme. Si 7° < 4, l'homomorphisme p* ne dépend pas du choix 
de l'application (9). 


> Ceci est évident pour r = 0 en vertu du théorème 1 ; on peut 
donc admettre que r > 1. Supposons qu'en plus de p est donnée une 


*) En vertu des notations adoptées, 
B = (Bo es 9 B,), p (B) — (p (Bo); 1 p (B,)) et VB = van ... n Va,s 


on omet d'écrire «/ dans les notations de C” et autres groupes. 
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application p’: B—+ A telle que Vs Up pour tout B € B. 
Définissons une application o: C7*! (4) + C’ M) en posant pour 
tout B € B’*! à indices coordonnés f, < B, < ... << B, et toute 
cochaîne hk € C'*1 (AL) 


(oh) = À (— 1) ho(8,). 890"). ..0"18,)- (11) 


Un calcul direct *) montre que pour tout k € C'*! (A) 
o (ôk) + 6 (oh) = ph — ph. 


En particulier, si k est un cocycle (ôk) = 0, alors p’h — ph = (oh), 
donc ph et p’h appartiennent à une même classe d'équivalence modulo 
les cobords. D'où l’on voit qu’à p et p” correspond le même homomor- 
phisme de H” (71) dans H” (7). 

D’après ce lemme p* = p7;3° dépend seulement des recouvre- 


ments (pour M et #) donnés. On voit aussi qu'il satisfait à la con- 
dition de transitivité, i.e. si #° < 7 < , alors 


Pay = P73j © Puy: (12) 


Donc on retrouve bien la situation du n° 28 (à la seule diffé- 
rence qu’au lieu des ensembles on considère ici des systèmes d'en- 
sembles : les recouvrements) et on peut réaliser la localisation annon- 
cée. 

Considérons à cet effet tous les recouvrements de l’espace et 
convenons que des éléments f € H” (AL) et g € HT (7°) sont équiva- 
lents s’il existe un recouvrement #° tel que #° << À, W < F et de 
plus pyy (À) = pz3r(g). L'ensemble des classes d’équivalence 
modulo cette relation, i.e. la limite directe 


su HT (AU, #) = H' (M, #), (13) 


s'appelle r-ième groupe de cohomologie de l’espace M (à coefficients 
dans le faisceau #). 


*) Effectuons ce calcul pour r = 1. Soient B = (B,, B,), p (B,) = 

p’ (By) = &;; on a 
(@°h — ph)s = hosa on ho 

D'autre part, (ôk)  &œ, = he. — hou + ho, donc, en vertu de (11) 

Lo (Gh)lg = (he aa: — Ghlaaa: = hara: + hagas — asus + Rae) 
Mais la formule correspondant à (11) pour r = 0 nous donne (oh)g, = h 
d'où {ô (oh)]g = (oh)g, — (oh)}g, = he 0 ce. ke 02 donc 

Lo (ôk) + 5 (h)lg = husar — À 


(71074 


e 
GoXx 
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Remarque. On voit sur cette définition que si dans M il existe des 
recouvrements 4 aussi fins que l’on veut pour lesquels H7 (AL, #) — 
= 0, alors H7 (M, #) = Ô pour cet espace. 


Signalons que pour r = 1 la réciproque est vraie: si H1 (M, #) — 
— 0, il en est de même de A1 (4, #) pour tout recouvrement 4. 
Ceci résulte du fait que pour r = 1 l’homomorphisme p*: H1 (1) + 
— H1 (7) est injectif, i.e. l’image réciproque d’un cobord est aussi 
un cobord. 

Pour établir ce fait considérons un cocycle k € Z! (U) tel que 
p*h — ôh', où h’ E C° (V). Pour tous B,, B, € B, on a alors hoo, = 
— hp, — hg, dans l'intersection Vg,s, (qui est contenue dans 

aa, Où a; — p (B;). Puisque À est un cocycle, pour tout æ € A 
on a Ja relation oo, — Rasa + Rasa — 0 dans l'intersection 
U, f Vas, ou, compte tenu de ce qui précède, 


kg, + LERS _— kg, : Rosa 


Ceci exprime qu'est définie une section F (U,) qui pour tout 
BE B est donnée dans U, NV, par l'égalité k, = hg +h, (pa- 
Dans les intersections Ua, f V, on aura alors 


Ras — Rae = h8— hp(Bes — 6 — hptpes = Rp(Bias — RptBdcs = avc: 


(on s’est encore servi du fait que hk est un cocycle), i.e. k est un co- 
bord. 

Une condition suffisante de passage des groupes de cohomologie 
pour les recouvrements aux groupes de cohomologie de l’espace nous 
est donnée par le théorème de J. Leray: H7(4, #)=— H7(M, #) pour 
tout r>0 si le recouvrement 4 = {U,} est tel que pour tout k => 0 
et toute intersection U, — Ua, M: nv les groupes 


ak 
H® (U,, #) = 0! 

47. Suites exactes de faisceaux. Commençons par la notion d’appli- 
cation de faisceaux qui est identique à celle d’application de do- 
maines de Riemann (cf. n° 22). Soient donnés deux faisceaux 
(#, ©) et (7, t) sur un même espace M. On appelle application de 
faisceaux 


PPT (1) 


une application continue de l’espace topologique # dans 7 telle 
que partout dans # 


To@ = O. (2) 


La notion d'application de faisceaux a été introduite de façon à 
préserver les fibres: pour tout point pEM on a p(#}) ET. 
Elle préserve aussi les sections: si f est une section quelconque du 


& 16] METHODES DE LA THÉORIE DES FAISCEAUX 281 


faisceau $#y au-dessus d’un ensemble ouvert U € M, l'application 
æcfest continue dans U et te (po f) = © © f identiquement (par 
définition d'une section de #u), or ceci exprime que mofE Ty. 

Une application ®: # — 7 s'appelle komomorphisme de faisceaux 
si c’est une application de Ÿ dans Z qui respecte les opérations al- 
gébriques sur toutes les fibres. L’homomorphisme œ est un isomor- 
phisme s'il applique bijectivement # sur Z. 

Soit d’autre part (Ÿ, ©) un faisceau de groupes abéliens sur M 
et supposons que 7 € # ; on dira que (7, o) est un sous-faisceau de 
($, ©) si: 1) F7 est ouvert dans #, 2) 6 (7) = M et 3) pour tout 
point p € M la fibre 7 , est un sous-groupe du groupe #. 

Si F est un sous-faisceau du faisceau de groupes abéliens #, pour 
tout point p € M on peut former le groupe quotient F, = # pl »p; 
la réunion des groupes quotients 


PIT = n PDT ps (3) 
pEM 


munie de la topologie quotient *) s'appelle faisceau quotient sur M. 


Exemples 

1. Soient O un faisceau trivial sur une variété complexe M (en 
chaque point p € M la fibre de ce faisceau est composée du zéro: 
seul), C un faisceau constant, © un faisceau de germes de fonctions 
holomorphes, # un faisceau de germes de fonctions indéfiniment dif- 
férentiables sur le même espace M. Chaque faisceau est ici un sous- 
faisceau du suivant (vérifier la condition d'ouverture de la défini- 
tion d’un sous-faisceau). 

2. Le faisceau © défini sur une variété complexe M est un sous- 
faisceau du faisceau # des germes des fonctions méromorphes sur M. 
On traitera © et o# comme des faisceaux de groupes additifs (pour 
l'addition) ; pour tout p € M la fibre ©, est alors un sous-groupe de- 
ft, et l’on peut former le faisceau quotient 


#O= NN w#,/0;. (4} 
EM 


Les éléments de ce faisceau quotient sont les classes des germes de. 
fonctions méromorphes en p € M dont la différence est un germe de. 
fonction holomorphe. (En d’autres termes, les éléments de o#/O sont 
les classes d'équivalence des germes f, € 4 ,, où f, et f; sont équiva- 
lents si f, — f;, € ©,.) On verra plus bas que ce faisceau est lié au 
problème additif de Cousin. 

3. Eliminons du faisceau # les germes correspondant à la section 
nulle (i.e. à une fonction identiquement nulle sur M) ; on peut alors 
traiter o#* — o# K {0} comme un faisceau de groupes multiplica- 


*) Par topologie quotient on comprend la topologie de /7 dont les ouverts 
sont les ensembles des classes d'équivalence d’ensembles ouverts de l'espace ./. 
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tifs. Supposons que le faisceau O* est composé des éléments inver- 
sibles des anneaux ©,, p € M, i.e. des éléments correspondant aux 
fonctions ne s’annulant pas en p. Il est évident que ©O* est un sous- 
faisceau de #* et on peut former le faisceau quotient 


K*IO* — 45/03. 
® U, #30 (5) 


Ses éléments sont des classes de germes de fonctions méromorphes 
non identiquement nulles dont le quotient est un germe d’une fonc- 
tion holomorphe non nulle (en d’autres termes, ce sont des classes 
de germes équivalents f € «#*, où f” et f” sont équivalents si 
f" (”}-1 € © *). On verra plus bas que ce faisceau est lié au problè- 
me multiplicatif de Cousin. 


Passons à la définition d’une suite exacte de faisceaux qui fait 
l’objet de ce numéro. Etant donnés deux homomorphismes de fais- 
ceaux de groupes abéliens: 


Pi Ps 
Po Pi > Po; (6) 


on dira que la suite (6) est exacte en #, si 


im q, —= ker .. (7) 


Im p, = ker 


On rappelle que im m, = mp: (Ÿ0) désigne 

Fig. 45 le sous-groupe des éléments de #, qui sont 

les images des éléments de #, (l’image de 

l'homomorphisme ®,) et ker p., le sous-groupe de #, formé par les 

€éléments que , envoie dans le zéro du groupe #, (le noyau de l’ho- 

momorphisme ®.). Donc l'exactitude de la suite (6) exprime que m, 

envoie dans © les éléments que ®q, apporte de 4, et eux seuls 

(fig. 45). 

Une suite composée d’un nombre quelconque de faisceaux de 

groupes abéliens 


9; Pi 
+ Prune Pa ——+ Pigs —+ (8) 


est exacte si elle l’est en chaque #.. 


Exemples 
4. L'exactitude de la suite 


0 + Fa +0, (9) 


où les éléments extrêmes sont des faisceaux triviaux (dont toutes 
les fibres sont des groupes composés du zéro seul) et à l'injection, 
exprime que p est un isomorphisme de #, sur #,. En effet, l’appli- 
cation o est injective, puisque ker @ = im i = 0 et surjective, puis- 
que im o = ker j = #ÿ. 
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D. La suite 
Of + T à TIS +0, (10) 


où $ est un sous-faisceau de T°, i l'injection et p l’homomorphisme 
canonique qui à chaque élément de 7° associe la classe d'équivalence 
le contenant, est exacte. En effet, l'exactitude de (10) en Ÿ résulte 
de l’injectivité de i en TS, de ce que @ c à transforme # en 0 et en 
TlS, de ce que @ est surjective. 

6. D'une façon générale, l’exactitude de la suite des faisceaux 
de groupes abéliens 


(2 le 
Pa —+ Pa — F3—0 (11) 
exprime que ®. est surjective et 
Ps À Paoli (P1); (12) 


l'image im p, = #, du groupe #,, est isomorphe à son quotient 
par le noyau ker mp, = mi (#;)). 
Enonçons en conclusion sans le prouver *) l’un des deux théorè- 


mes qui sont à la base des applications de la théorie des faisceaux en 
analyse. Nous parlerons de l’autre théorème au n° suivant. 


Théorème I (des suites exactes). Soit M un espace séparé muni 
d'une base dénombrable d’ouverts. À toute suite exacte de faisceaux 
sur M 

0 F0 (13) 
est associée une suite exacte de groupes de cohomologie 
0 H(M, #') © H(M, #) + (M, F7) + 
© HI(M, #') + H'(M, #) + 
S H(M, #") + H2(M, f')—... (14) 


et ainsi de suite pour toute dimension. 


48. Localisation du problème additif de Cousin. On peut obtenir 
le faisceau ok des germes des fonctions méromorphes sur une variété 
complexe M à partir du sous-faisceau L (U,, #4) de ses sections au- 
dessus des domaines du recouvrement Ù — {U,}aea par une lo- 
calisation, i.e. un passage à la limite sur un système contractile de 
recouvrements (cf. n° 28). Le premier problème de Cousin pour le 
recouvrement {L s’énonce comme suit : étant donné un ensemble de 
sections f, € l' (Us, #)vérifianten outre la condition de compatibi- 


*) Voir démonstration dans le cours de Hôrmander cité à la page 254. 
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lité: dans toutes les intersections U,8 = U, N Us des domaines 
du recouvrement les différences f, — f8 € l'(Uap,s ©), i.e. sont 
holomorphes, on demande de trouver une fonction f € T (M, ox} 
telle que f — f, ET (U,, ©) dans chaque U,, &« € A. Le problème 
est donc posé en termes de préfaisceaux. 

Il est aisé toutefois de le formuler sous sa forme localisée, forme 
dans laquelle on envisage le faisceau 4 à la place d’un préfaisceau 
de sections. Dans cette forme la condition de compatibilité de Cou- 
sin est constituée par la donnée d'une section du faisceau quotient 
o#/O au-dessus de la variété M tout entière, i.e. un élément du grou- 
pe T' (M, o#/O). En effet, la section associe à chaque point p€E M 
un germe du faisceau quotient # ,/O,, i.e. un germe d'une fonc- 
tion méromorphe définie à un terme additif près, germe d'une 
fonction holomorphe en ce point. Le problème consiste à trouver une 
section f € Tl' (M, «#) associée à la section donnée en ce sens que 
pour tout p € M le germe f, est égal au germe donné au germe près 
d'une fonction holomorphe. 

Pour résoudre le problème additif localisé de Cousin nous aurons 
besoin du théorème général de Hôrmander d'existence d’une solution 
du 6-problème dont un cas particulier a été cité à la fin du n° 45: 
au lieu des (0, 1)-formes il sera question de (0, s)-formes et au lieu 


des domaines pseudo-convexes, de variétés de Stein arbitraires 
(cf. n° 44). 


Théorème II (d'existence d’une solution du 6-problème). Sur 
toute variété de Stein le groupe de cohomologie d'ordre s par rapport à 


l'opérateur à (i.e. Le groupe quotient du groupe 2°\° des (0, s)-formes 
fermées par rapport à 0 sur M à coefficients différentiables, par le 
sous-groupe B",* des (0, s)-formes exactes est trivial pour tout s > 1: 


H° (M) = 2%%/B%% — 0 pour s = 1, 2, ... (1} 
En d’autres termes, sur une variété de Stein l'équation 
90 = w (2} 


admet une solution dans la classe #°,°-1 pour toute forme w € .7°,° 


telle que 0w — 0. On glissera sur la démonstration *). Le théorè- 
me ÏI nous permet d'établir le 


Théorème 1 (Dolbeau). Pour toute variété complexe M le groupe de 
cohomologie d'ordre s à coefficients holomorphes pour tout s > 1 est 


isomorphe au groupe H° (M): 
H° (M, O0) = Z"/B% pour s = 1, 2, ... (3» 


*) Cf. ouvrage de Hôrmander cité à la page 253, corollaire 5.2.6. 


$ 16] M£THODES DE LA THÉORIE DES FAISCEAUX 285 


> Désignons par F* et Z° respectivement les faisceaux des germes 
des (0, s)-formes différentiables et fermées (par rapport à l'opérateur 


À) sur une variété M, en les traitant comme des faisceaux de groupes 
abéliens par rapport à l’addition. La suite de faisceaux 


Fu 
#0 


0 Zi À Fi 7,0 (4) 
où à est une injection, est exacte pour tout s => 1. En effet, au pre- 
mier terme im à — ker i — 0, au second im ài — ker 9 = Z*-i, au 


troisième im 9 = Z* ; la dernière assertion résulte du fait que chaque 
point p € M possède un système contractile de voisinages qui sont 
des variétés de Stein (par exemple, les images biholomorphes de 
boules de l’espace des coordonnées locales) et d’après le théorème II 
toute forme fermée est exacte dans de tels voisinages. 

D'après le théorème I du n° précédent est exacte aussi la suite 
de groupes de cohomologie 


O — H9(Z5-1) + H° (ÿ4-1) + H0 (Z*) + H1 (Z5-1) + 
+ H(F 1) H1(2)— H2(2-1) +... (5) 


(nous omettons d'écrire M dans les notations de ces groupes). En 
se rappelant que les cohomologies nulles sont les sections globales 


et qu’en vertu du théorème 2 du n° 46 H” (F #) = Opour tout r > 1 
et s > 0, on déduit de (5) 


D'(F'-1) D (2) = H1(2:-1) +0, 
donc, d’après la formule (12) du n° précédent 
H1(2:1)2T(Z)/imrT (#1) = H° (M). (6) 
De la même suite (5) on déduit pour >1ets>1 
0 —+ H7 (Z*)—+ Hrh (Z°-1) +0, 
d’où il s'ensuit (cf. formule (9) du n° précédent) 
H" (2°) = Hr (21). (7) 
En se fondant sur (6) et (7) on obtient successivement. 
H'(M)=H1(291) & H2(2°2) ...  H° (2). 


Reste à remarquer que Z° est un faisceau de germes de fonctions 


complexes différentiables f telles que df = 0, i.e. le faisceau © des 
germes des fonctions holomorphes sur M. 4 


La combinaison de (1) et (3) nous donne le 
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Corollaire. Pour toute variété de Stein 
H° (M, ©) = 0 pour tout s > 1. (8} 


Il est aisé maintenant de prouver que la variante localisée du 
problème additif de Cousin admet une solution. 


Théorème 2 (H. Cartan). Le problème additif de Cousin admet une 
solution pour toute variété de Stein M. 


> Considérons une suite de faisceaux de groupes abéliens sur W 


0 © + # + cùlO —0, (9) 


où i est une injection, q l’homomorphisme canonique qui à tout 
germe f E © associe la classe de #/© contenant f. Cette suite est 
exacte, car ker @ = im i = 0 et im m = #/O©. D'après le théorè- 
me Î du n° précédent est exacte aussi la suite 


H(M, où) = H(M, o41O) — HI(M, O), 


et puisque M est une variété de Stein, il s'ensuit que H! (M,O) = 0 
et par suite l'application 


Ps: TM, #)—T(M, #10) 


est surjective, i.e. à chaque section du faisceau c#/O© est associée 
une fonction méromorphe f € T(M, ot). Or ceci exprime que le 
problème de Cousin admet une solution. 


Donc le problème additif de Cousin (dans sa forme localisée ou 
pour des recouvrements) admet une solution pour toute variété de 
Stein et, en particulier, pour tout domaine d'holomorphie dans C”. 

Il se trouve que dans C* la seule classe de domaines pour lesquels 
ce problème admet une solution est la classe des domaines d’holo- 
morphie : 


Théorème 3. Si tout problème additif de Cousin admet une solution 
dans un domaine D € C*, alors D est un domaine d’holomorphie. 


> Si D n’est pas un domaine d’holomorphie, il existe une boule 
B centrée en un point & € 0D à laquelle se prolongent analytique- 
ment toutes les fonctions f € © (D). Prenons un point quelconque 
zED NBet choisissons sur le segment z£& le point £° € 9D le plus 
proche de z. Sans perdre en généralité on peut admettre que &° = 0 
et que la droite {z, — 0} contient le segment zê € D fN\B. Utili- 
sons le fait que le problème de Cousin admet une solution dans D 
et par absurde construisons une fonction g € © (D) non prolongea- 
ble analytiquement à la boule B. 

La fonction g se construit comme dans l’exemple du n° 44. Pre- 
nons des domaines Ü, et U, comme dans cet exemple et considérons 


$ 16] MÉTHODES DE LA THÉORIE DES FAISCEAUX 287 


les conditions de compatibilité de Cousin: f, = 1/(z,Z:) dans 
D NU, et f, = 0 dans D f\ U:. Si f est la solution de ce problème, 
la fonction g —z.f sera holomorphe dans D. Or le domaine 
D N {z: = 0}, où g = 1/z, contient le segment [0, z] € B, donc g 
n’est pas prolongeable analytiquement à B. 4 


Le théorème ne se généralise pas au cas où l’espace C” est de di- 
mension 7 >> 3. 


Exemple. Considérons le domaine D & C* obtenu à partir du po- 
lydisque unité U en supprimant l’ensemble {z: z, < 1/2, |z | << 
< 1/2, | z: [> 1/2}; en d’autres termes, D est un polydisque dont 
la face | z, | — 1 est enfoncée comme sur la figure 46. Recouvrons D 
par trois domaines d'holomorphie 


U, = {z2: 1/2<|z|<1, |21|<1, |2:| <1}, 
U; = {2 |n1l<14, 12<]21<14, |zs1<1}, (10) 
Us = {z2: |za |<1, |21<1, | 231 << 1/2} 


et considérons le cocycle holomorphe correspondant {h.g}. Déve- 
loppons »., en série de Laurent dans le domaine U,... Puisque ce 
développement converge dans U, 8, 
on constate que les parties prin- 
cipales des développements de h., et 
ha, sont confondues respectivement 
avec les parties principales des dé- 
veloppements de ces fonctions en 
séries de Laurent par rapport à z, 
et z,. Donc l'égalité 

Rio Thes + ha = 0 (11) 
dans U,,, nous dit que la partie 
principale de la série de Laurent de 
la fonction hk;,, se décompose en 
deux parties dont l’une est holomor- 
phe en z,, donc prolongeable à U,, et l’autre holomorphe en z., donc 
prolongeable à U,. Mais de l'égalité (11) il s'ensuit alors que les 
parties principales des développements de Laurent pour les fonc- 
tions h., et k:, se prolongent respectivement à U, et U.,. On établit 
de façon analogue que les parties régulières de ces fonctions se pro- 
longent aux domaines correspondants. Désignons par h, le prolonge- 
its de Rs, à U,, par h,, celui de hs, à U, et posons k; = 0 dans U:. 
Alors 


Fig. 46 


LP — h; = ha — hs — Re dans Cs; 


donc {hk, 8} est le cobord de la cochaîne {h, }, i.e. le problème additif 
de Cousin pour le recouvrement (10) admet une solution. De ce qui 


ns 
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précède on déduit sans peine que le problème de Cousin sous sa for- 
me localisée admet aussi une solution dans D. Reste à remarquer 
que D n'est pas un domaine d’holomorphie, car c’est un domaine de 
Reinhardt non logarithmiquement convexe. 


49. Problème multiplicatif de Cousin. Ce problème généralise 
le problème de construction d’une fonction holomorphe par la don- 
née de ses zéros, qui dans le cas d’une seule variable est résolu par le 
théorème de Weierstrass (n° 46, tome 1). On l'appelle deuxième pro- 
blème ou problème multiplicatif de Cousin pour des recouvrements et on 
le pose dans les termes suivants: 

Soient donnés un recouvrement % = {U,}cea d'une variété 
complexe M et dans chaque U, une fonction f, ET (Us, o4*), 
i.e. une fonction méromorphe non identiquement nulle, et de plus 
est réalisée la condition de compatibilité suivante : dans toute inter- 
section Un = U, NU8 le quotient f4/fs € L (Up, O*), i.e. est 
une fonction holomorphe non nulle. On demande de construire une 
fonction f méromorphe sur M et telle que f/f, € F (U,, ©*) pour 
tout & € À. 

La fonction f solution de ce problème possède donc dans chaque 
U, les mêmes zéros et pôles (compte tenu de leur multiplicité) que 
les fonctions méromorphes données f,. La forme localisée du problè- 
me s’énonce comme suit : trouver sur la variété M la section du fais- 
ceau :{ correspondant à une section donnée du faisceau 4#*/O* 
(pour des conditions de compatibilité). 


Citons encore un énoncé du problème multiplicatif de Cousin. 
Au n° 43 nous avons introduit la notion de diviseur d’une fonction 
méromorphe donnée. D'une façon plus générale, on appellera main- 
tenant diviseur sur une variété M tout couple À — (À, k) formé d'un 
ensemble analytique À de codimension 1 (le support du diviseur) et 
d’une fonction k à valeurs entières (l’ordre du diviseur) continue sur 
l’ensemble 4° des points réguliers de À. Un diviseur est dit stric- 
tement positif si k = 0 partout et strictement négatif si k << O0 partout 
(comparer avec le n° 43). On conviendra encore que k (p) = 0 pour 
P € MN A4"; on peut alors introduire la notion de somme (différence) 
des diviseurs À, — (4,,k,)et A, — (4,, k.) en posant À, + À, — 
_ a Ù 4», k, + k,). On dira que A, = A, si A, — A, est d'ordre 


On dira qu’un diviseur A est propre s’il existe une fonction f 
méromorphe sur M telle que À = AÀ;, i.e. est un diviseur de cette 
fonction (cf. n° 43). Dans tout domaine plan D + C tout diviseur 
est propre ainsi qu'il résulte des théorèmes de Weierstrass et de Mit- 
tag-Leffler du tome 1. Mais ceci est mis en défaut déjà pour C: 
le diviseur (0, 1) n’est pas propre, car il n'existe pas de fonction 
holomorphe dans C présentant à l’infini un zéro d'ordre un (de telles 
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fonctions sont constantes). Dans C*° il existe aussi des domaines dans 
lesquels cette assertion n'est pas valable. 


Exemple. Soit D = CYy, où y = {| | = 1, 3 = 0}. Consi- 
dérons le diviseur À = ({z, = 0}, k), où À = 1 pour |, | 1 et 
k = 0 pour | z | > 1. Il est positif, car seule une fonction holomor- 
phe dans D — C* y pourrait lui être associée. D’après le théorème 
des singularités compactes, cette fonction se prolongerait en une 
fonction entière, mais sa restriction à {z, = 0} ne pourrait être égale 
à O à l’intérieur de y et être différente de O0 à l'extérieur. Donc À n’est 
pas un diviseur propre. 


Théorème 1. Le problème multiplicatif de Cousin pour tout recou- 
urement Ù = {U,}aca d'une variété complexe M admet une solution 
si et seulement si tout diviseur est propre sur M. 


> a) Supposons que tout diviseur est propre sur 7 et soient 
{fa} des données arbitraires du problème multiplicatif de Cousin 
pour un recouvrement 4. Soit A; — (44, k.) un diviseur de la 
fonction f,; puisque folfe € O* (Us) pour toute intersection U, 8, 
on a dans cette dernière À, — 44 et k, — kg. Donc À = | À 


ac A 
est un sous-ensemble analytique de M de codimension 1 et À = k, 


dans U,, est une fonction à valeurs entières globalement définie sur 
A1, ie. (4, k) = A est un diviseur sur M. 

Considérons une fonction f € # (M) telle que A; = A. Alors 
f/fx est pour tout & € À holomorphe et non nulle dans U, A, et 
aux points réguliers de À,, et comme l’ensemble des points criti- 
ques de À, est de codimension =>2, le théorème 4 du n° 32 nous dit 
que f/f. se prolonge en une fonction de © (U,) qui ne s'annule vi- 
siblement pas. Donc, f est la solution du problème vérifiant les 
conditions {fa}. 

b) Supposons que le problème admet une solution sur M et soit 
À = (4, k) un diviseur arbitraire. Puisque codim À —1, pour tout 
«a € À, il existe un nombre fini de fonctions h4 € C(U.) telles que 


ANUS= 1 {e,=0}. 


œ 


Sans perdre en généralité on peut admettre que À,, = {hke, = 0} 

sont des ensembles irréductibles et k,, des fonctions irréductibles 

(comparer avec le n° 24). L'ordre k est constant sur l’ensemble des 

points réguliers de À, 1; SUPPOSONS qu'il y est égal à ke j' Nous admet- 

tons que f, —= Il (Ra ns pour tous les & tels que VU, MN À = Set 
j 


fa = 1 pour les autres &. On reconnaît des conditions de compatibi- 
lité du problème multiplicatif de Cousin et par hypothèse ce problè- 
me admet une solution f € # (M). Par construction A; = A. 4 


19—0848 
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Ainsi le problème multiplicatif de Cousin pour les recouvrements 
est identique au problème de construction d’une fonction méromorphe 
par un diviseur donné. Îl en va de même pour la forme localisée. 
Dans cette position les conditions de compatibilité peuvent être trai- 
tées comme la section au-dessus de M du faisceau Z — .4*/O* 
appelé faisceau des germes des diviseurs et le problème se ramène à 
la recherche de la fonction f € T (M, :#*) associée à cette section. 

Passons maintenant à l'existence de la solution. Etant donné des 
conditions {f,} du problème multiplicatif de Cousin pour un recou- 
vrement A — {U,} d’une variété M, on peut dans chaque inter- 
section UV, = lo NU; envisager les quotients 


has = ET (Dan O*). (1) 


Les fonctions k,4 satisfont aux conditions 
hope + 1, haphpvhye = 1, (2) 


qui constituent l’analogue multiplicatif des conditions du n° 44 
définissant un cocycle holomorphe ; l’ensemble de ces conditions 
pour le recouvrement donné {L sera appelé cocycle multiplicatif. Si 
{hap} et {hop} sont deux tels cocycles, leur produit, i.e. l’ensemble 
des fonctions kg — hashep est aussi un cocycle multiplicatif. De 
tels cocycles forment un groupe désigné par Z! (Al, ©*). 

Comme au n° 44, le problème multiplicatif de Cousin admet une 
solution si et seulement s'il existe des fonctions k, € T'(U,, o#*) 
telles que dans chaque U, ; 


Rap = hkplha (3) 


Un ensemble {h.4:} de tels k,; 4 sera appelé cobord multiplicatif ; ces 
ensembles forment un sous-groupe de Z!(Al, ©*) désigné par 
B1 (/, O*). Le groupe quotient 


H* (4, O*) = Z1 (4, O*)/B* (4, O*) (4) 


s'appelle premier groupe de cohomologie pour le recouvrement 4 à 
coefficients dans le faisceau ©*, l'opération de groupe étant la mul- 
tiplication comme dans ©*. Le groupe H1(94,O*) étant trivial, on en 
déduit que le problème multiplicatif de Cousin admet une solution 
pour tout recouvrement 9/. 

J1 semble naturel de ramener le problème multiplicatif de Cousin 
au premier par passage au logarithme. Les fonctions k,4 étant ho- 
lomorphes et non nulles, on peut dans chaque intersection U,, 
sous réserve qu'elle soit simplement connexe, choisir une détermina- 
tion holomorphe En k,4 — gg qui en vertu de la première condi- 
tion (2) est telle que g,8 + £gpa — 0. De la deuxième condition (2) 
on déduit alors que dans les intersections Us, 


Ba + FACE + Bya — 2Tik a 5 y 
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où k,p+ sont des nombres entiers. Si ces nombres sont tous nuls, on 
est conduit au problème additif de Cousin et sa résolution nous donne 
la solution du problème multiplicatif. Mais en général ce n’est pas 
le cas et en plus des conditions d’existence d’une solution du proble- 
me additif de Cousin il faut assujettir la variété M à une contrainte 
topologique qui permette de choisir des déterminations de Ink, = 
— g8 telles que les nombres k, ;, soient nuls. 

Cette contrainte cest exprimée par la condition de trivialité du 
deuxième groupe de cohomologie à coefficients entiers pour un re- 
couvrement ?/ donné, groupe qui d’après les conventions du n° 46 
est désigné par H° (7/, Z). Elle traduit le fait que tout cocycle entier 
d’ordre deux, i.e. toute fonction à valeurs entières des indices k, ;., 
antisymétrique par rapport aux indices et vérifiant la condition 
kpy0 — Kayo + Kaps — Kap: — 0 se représente sous la forme 


Ro pr = Enr — Kay + Kat (5) 

où ka» - - . Sont des entiers. 
Théorème 2 (Serre). Soit U — {U,} un recouvrement simple d'une 
variété complere M, i.e. toutes les intersections U, A sont connexes et 


simplement connexes. Tout problème multiplicatif de Cousin admet 
une solution pour ce recouvrement si 


H1\(U, ©) = H°(U, Z) = 0. (6) 


D Soit {hs} EZ!' (1H, Of) le cocycle multiplicatif correspon- 
dant aux conditions {f,} du problème multiplicatif de Cousin défi- 
nies par la formule (1). Les intersections étant simplement connexes, 
on peut choisir des déterminations holomorphes gs — Ln he, et 


compatibles en ce sens que Lnhkg, — —Lnh,g pour tous & et $. 
Dans les triples intersections on obtient 
Las + Lhv + Eve = 2ikagy (7) 


où {kapy} est un cocycle entier de Z?(UL. Z). Par hypothèse, 
H? (QL, Z) = 0, donc on peut mettre ce cocycle sous la forme (5) et 
poser dans U, 


Las = Las — Zik p- 

Dans chaque triple intersection U,8#, on aura alors en vertu de (ÿ) 
et (5) 

Lap + SBY + Bya = 21ikapy —— Ti (ka + ki + k,a) = 0. 

Donc {£g48} est un cocycle holomorphe de Z! ({l, O). Par hypo- 
thèse, H1 (4, ©) — 0, donc c’est un cobord, i.e. il existe des 
La EO(U,) tels que ges = gp — ge. Posons h; = ef; alors 
he EO* (U,) et hop — efa8 — efa8 — hÿ/h,. Ce qui exprime que 
19% 
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{he} € B1 (4, O*); nous avons prouvé que AH! (4, O*) = 0, donc 
le problème admet une solution. < 


En passant au problème localisé signalons qu’en topologie on 
démontre que les cohomologies entières sont invariantes par les 
transformations homotopes des espaces (ceci traduit leur caractère 
topologique). On rappelle que deux applications continues f, g: 
X — Ÿ, où ZX et } sont des espaces topologiques, sont komotopes 
s’il existe une famille d'applications continues f,: À — Ÿ dépen- 
dant continüment d’un paramètre t € [0, 1] et telle que f, = f, f, = £ 
(comparer avec la définition de l’homotopie des chemins du n° 24). 
Deux espaces sont dits homotopes s’il existe des applications conti- 
nues f: À + Yet g: Y — X telles que g o f soit homotope à l’ap- 
plication identique de l’espace X et f + g, à celle de l’espace Ÿ. 


% Prouver que 

1. La boule B”" = {2€ C": |: | 1} est homotope à un point 
et la couronne sphérique {2€ C':r<|z|<]|R]|}, à la sphère 
{lz1=1} | 

2. Po une boule, H* (B”, Z) = 0, Vs >> 0, pour une sphère à » 
dimensions, H° (S”", Z) = 0 pour 0<s<n et H"(S", Z) = Z. 

3. Si H°(M, Z) = 0 pour une variété M, alors H° (A, Z) = 0 
pour tout recouvrement simple de 4. % 


Enonçons maintenant la variante localisée du théorème 2: 


Théorème 3 (Serre). Tout problème multiplicatif de Cousin admet 
une solution sur une variété de Stein M si 


H? (M, Z) = 0. (8) 
D Considérons la suite exacte des faisceaux de groupes multipli- 
catifs 
1—O* À x  H*IO* 1, 


où à est l'injection, ® l'homomorphisme canonique (l’exactitude ré- 
sulte de ce que im i = ker o et im @ = #*/O*). A cette suite est 
associée la suite exacte 


TM, ht) T(M, #*/0*) = H1(M, O*). (9) 
Pour que le problème de Cousin envisagé ait une solution, il 
faut que l’application 
De: TM, At) > T (M, o#*/O*) 


soit surjective. La suite (9) étant exacte, cette condition équivaut à 
la suivante : 


HA (M, O*) = 0. (10) 
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Mettons cette condition sous une autre forme. Pour cela considé- 
rons encore une suite exacte 


0—Z + © + O*—.1, (11) 
où à est l'injection, e: fÊ —+ e°*it un homomorphisme du faisceau © 


des groupes additifs dans le faisceau O* des groupes multiplica- 
tifs *). La suite correspondante 


Hi(M, ©)—+ H(M, O*)—+ H(M, Z)— H° (M, O) 


sera aussi exacte et puisque ÀZ est une variété de Stein, les groupes 
extrêmes sont triviaux. On en déduit que les groupes du milieu 
sont isomorphes et l'égalité (10) a bien lieu en vertu de la condi- 
tion (8). <Æ 


Remarque. Sur la démonstration on voit qu’une condition néces- 
saire et suffisante pour qu’un problème multiplicatif correspondant 
à une section de F (M, «4 */O*) ait une solution est que l’image de 
cette section par l’homomorphisme 


co: T'(M, o#*/O*) = H1 (M, O*) 


soit l'élément neutre du groupe A1 (M, ©*). Serre a prouvé aussi 
que © est toujours surjective pour une variété de Stein (plus, pour 
tout élément g € H1 (M, O*) il existe un élément f € L (M, 4 */O*) 
associé à g et composé uniquement de germes de fonctions holomor- 
phes). Donc si le groupe H! (M, ©*) 0, il existe une section de 
T (M, 4*/O*) pour laquelle ce problème n’admet pas de solution, 
i.e. la condition (8) est nécessaire pour que tout problème multipli- 
catif admette une solution sur une variété de Stein. 


Exemples. Il existe des variétés qui ne sont pas de Stein et sur 
lesquelles le problème multiplicatif de Cousin admet une solution. 
A titre d'exemple citons le domaine D = {0<]|2:, [| <1; |2, [| 
<1}U£{z = 0, |z, | << 1/2} de l'espace C: ce domaine n’est pas 
un domaine d'holomorphie, mais on démontre que tout problème 
multiplicatif de Cousin y admet une solution. Le théorème 3 du n° 
précédent nous dit que D est aussi un exemple de domaine dans le- 
quel le problème multiplicatif admet une solution, mais pas l’ad- 
ditif. Dans le domaine D & C* de l'exemple du n° précédent (cf. pa- 
ge 287) les deux problèmes de Cousin admettent une solution, bien 
que D ne soit pas un domaine d'holomorphie. L'existence d’une so- 
lution du problème multiplicatif résulte du fait que AH? (D, ©) = 0 
et H? (D, Z) = 0, puisque D est homéomorphe à une boule. 


*) L'’exactitude de la suite (11) résulte de ce que les fonctions identique- 
ment égales à des entiers se transforment en l'unité par l'application e et que 
chaque fonction f = 0 se représente localement sous la forme ef, j.e. l'appli- 
cation e: © —+ ©" est surjective. 
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Le théorème suivant est un corollaire simple du théorème de 
Serre : 


Théorème 4 (Oka). Si D = D, X ... X D, est un domaine po- 
lycirculaire de C" pour lequel tous les domaines D,, à l'exception pos- 
sible d'un seul, sont simplement connexes, le problème multiplicatif 
de Cousin admet une solution dans D. 


> Tout d'abord il est évident que D est un domaine d’holo- 
morphie. Soient D, ..., D, des domaines simplement connexes, 
alors H*° (D, Z) — H*(D,, Z), car les groupes de cohomologie à 
coefficients entiers sont invariants par une multiplication (carté- 
sienne) par un domaine plan simplement connexe (nous sauterons la 
démonstration de ce fait topologique). Or le groupe H° (D,, Z) est 
trivial pour tout domaine plan D, (ceci résulte au moins du théore- 
me de Weierstrass du n° 46 du tome 1); donc H* (D, Z) — 0. 4 


Exemple. Du théorème 4 il s'ensuit en particulier que le pro- 
blème multiplicatif de Cousin admet une solution dans tout domaine 
polycirculaire simplement connexe. Mais comme le montre l'exem- 
ple suivant de Serre, la simple connexilé ne garantit pas l'existence 
d’une solution pour des domaines d'holomorphie arbitraires. Le 
domaine 


D = {2EC: | ++ —-1|<1) 


est un domaine d’holomorphie, car en chaque point 6 € 0D existe 
la barrière: la fonction fr (2) = {+ +C—-(4+a43+z)} te 
€ © (D) n’est pas bornée lorsque z — &. Ce domaine est simplement 
connexe, car il est homéomorphe au produit de la surface M — 
= {2% + 25 + 25 — 1 = 0} par le disque unité. Et pourtant tout 
problème multiplicatif de Cousin n'admet pas de solution dans D. 
En effet, le domaine D est homotope à la surface M, cette dernière 
l’est à la sphère à deux dimensions {x € R°: 25 + x? + x — 1 = 0} 
(prouvez-le !), donc H° (D, Z) = H* (S°, Z) z 0. 


$ 17. Applications 


Considérons quelques applications des résultats obtenus dans le 
précédent paragraphe. 


50. Applications des problèmes de Cousin. À titre de première 
application considérons le prolongement holomorphe de fonctions 
définies sur des sous-ensembles analytiques de variétés de Stein M. 


Théorème 1. Soient M une variété de Stein et 
A = {PE M: œ(p) =0} (1) 
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un ensemble analytique de codimension 1 dont ® € © (M) est la fonc- 
tion déterminante *). Alors toute fonction f localement holomorphe 


sur À se prolonge en f € O (M). 


> Puisque f est localement holomorphe sur À, il existe un re- 
couvrement ouvert {U,} de la variété M assez fin pour que pour 


tout «& tel que VU, N À ÆS il existe une fonction f, E O (U,) sa- 
tisfaisant à la condition 


= (2) 
lu, nA U,NA 


Dans les autres U, nous admettons que f, = 0 et nous prenons les 
fonctions f./® E v# (U,) pour conditions du problème additif de 
Cousin pour le recouvrement {U,} 

Puisque dans toute intersection A = U, N Un les différences 
La — Je s’annulent sur À d’après (2), ni existe, en vertu de la pro- 
priété de la fonction déterminante, des fonctions kgs € © (Us) 


telles que f, — fs — k«pp. Il s'ensuit que ces conditions sont com- 
patibles et 


fa—f 
hop = —— (3) 
est un cocycle holomorphe correspondant au problème. D'après le 
théorème 2 du n° 48 ce problème admet une solution, i.e. il existe 
des fonctions h, € © (U4) telles que kg —hkg — h,. En collation- 
nant avec (3) on trouve que f, + qha = fs + qh4 dans toute inter- 
section U,$. Donc sur M est globalement définie une fonction ho- 


lomorphe f télle que Î lu = f, + ph pour tout «&. Puisque ® = 0 
sur À, il vient f [4 — |. 


% Soient M—{z2EC": 1<|z|<2} et A = {2E M: 2 = 
= 0}; montrer que la fonction f (z) — (a — 1) holomorphe sur À 


ne se prolonge pas holomorphiquement à M. Quelle est la cause de la 
non-validité du théorème 1? 


Le théorème 1 permet d'obtenir le développement de Hefer qui a 
été adopté sans démonstration au n° 30 dans le cas de la déduction 
de la formule intégrale de Weil. Pour cela nous aurons besoin du 


Lemme. Soient D © C”* un domaine d'holomorphie et II — 
— {2€ C':2z, = ... — 2% —= 0} un plan complexe à n — k dimen- 
sions tels que ‘D n rl ZÆ@. Alors toute fonction y € © (D) nulle sur 


*) Cf. n° 25. 
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Il ND se représente dans D sous la forme 
k 


(= À 28, (6), (4) 
où Sv € O (D). 


> Raisonnons par récurrence sur k. Pour À = 1 le lemme est 
évident, car pour g, on peut prendre la fonction f/z, , supposons qu'il 
est valable pour k — 1. Soit G = D f\ {24 = 0}; les composantes 
connexes de cette intersection sont visiblement toutes des domaines 
d’holomorphie dans l'espace (C”-! des variables 2,, ..., Zr_1, 
Zh+1s + +. 2n. La restriction f |, _,3 € © (G) et par hypothèse elle 


s’annule sur G AN {z: = ... — 2,1 = 0}. D'où il s'ensuit en vertu 
de l’hypothèse de récurrence que dans G 
k—1 
— End 0 Le d Cod La d ad 
f| SE > ZySv (Sir es Zhtr Sh+gs +. Zn); 
(:p=0) vx 


où g% EO© (G). D’après le théorème 1 toute fonction g% se prolonge 
en une fonction holomorphe g.(z) de l'intersection G = D 
N {zx = 0} au domaine D tout entier. 

Considérons maintenant la différence 


h—1 
@ (2) = f (2) =: 248 v (2); 


il est évident que p |,,_, — 0 et puisque z, est une fonction déter- 
minante, il existe une fonction g, € © (D) telle que @ (z) = z:£8» (2) 
pour tout z € D. On voit que la représentation (4) est valable pour 
À aussi. 


Ce lemme entraîne immédiatement le 


Théorème 2 (Hefer). Soient D € C”" un domaine d'holomorphie et 

W (2) € © (D) une fonction arbitraire. Il existe des fonctions 

P, (&, 2EO(D X D), v=1,...,n, telles que pour toust, zED 
l'on a la représentation 

WO—W()= 2 (2) PE, 2). (6) 

> La différence W (€) — W (2) E © (D X D) et puisque D X D 

est un domaine d’holomorphie dans C°”, et qu'elle s’annule sur le 

plan complexe à r dimensions II = {z, &:2, — &,,v —1,...,n}, 

en posant Z, = E, —2,, Zn4s = 2, (v = 1, ..., nr), on peut lui 

appliquer le lemme. Ce qui nous donne le développement (5). 


Le théorème 1 peut être précisé. On y admet que l’ensemble À 
possède une fonction déterminante globalement holomorphe sur 
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M ; nous allons montrer que cette condition est automatiquement 
remplie pour certaines variétés M. 


Théorème 3. Supposons que pour une variété complexe M 
H' (M, ©) = H° (M, Z) =t. (6) 


Pour tout sous-ensemble analytique À & M de codimension 1 il existe 
alors une fonction déterminante globale @ € © (M. 


D Tout sous-ensemble analytique de codimension 4 possede des 
fonctions déterminantes locales (n° 25). Il existe donc un recouvre- 
ment A = {U,} de la variété M] assez fin pour que dars tout U, 
tel que U, N À GS. il existe une fonction pp, € © (U,) détermi- 
nante pour l’ensemble L’, f À ; dans les autres Ü,, on posera @, = 
= 1. Sans perdre en généralité on peut admettre que le recouvrement 
QL est simple (cf. page 291) et tel que *) 


H'(U, ©) = H? (4, Z) = 0. (7) 


L'ensemble {p,} peut être traité comme les conditions du pro- 
blème multiplicatif de Cousin pour le recouvrement ® ; ces condi- 
tions sont compatibles, car d’après les propriétés des fonctions dé- 
terminantes, p./ps € O* (U,8). Le théorème 2 du n° précédent 
nous dit que ce problème admet une solution, i.e. il existe une fonc- 
tion œ holomorphe sur M (en vertu de l’holomorphie des conditions 
de Cousin) et telle que æ/p, € O* (U,) dans tout l/,. Cette fonc- 
tion œ n'est autre que la fonction déterminante globale de l’en- 
semble À. 


Citons encore une méthode de résolution du problème de Poinca- 
ré qui consiste à représenter une fonction méromorphe sur une va- 
riété par un rapport de fonctions holomorphes sur cette variété. (Lo- 
calement cette représentation résulte de la définition des fonctions 
méromorphes, alors que dans le problème il est question d'une re- 
présentation globale.) 

Comme dans le cas d’une seule variable (cf. théorème 3 du n° 46, 
tome 1) on démontre que le problème de Poincaré admet une solu- 
tion sur toute variété sur laquelle le problème multiplicatif de Cou- 
sin en admet une. En se servant du résultat de Serre énonce dans la 
remarque suivant le théorème 3 du n° précédent, on démontre que ce 
problème admet une solution pour toute variété de Stein: on a le 


Théorème 4. Toute fonction f méromorphe sur une variété de Steirr 
M se représente par le rapport de fonctions holomorphes sur M. 


D Représentons le diviseur A; de la fonction f par la différence 


*) On se servira de la remarque de la fin du n° 46 et de l'exercice de la 
page 292. 
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A" — A” de deux diviseurs strictement positifs de T (M, Z), pre- 
nons un élément © (A”) € H! (M, O*) et cherchons à l'aide du ré- 
sultat de Serre un diviseur strictement positif A” tel que o (A7) — 
— — 6 (A7). L'application © étant un homomorphisme, on a & (A” + 
+ A7) — 0, donc (d’après la remarque suivant le théorème 3 du 
n° 49) le problème de Cousin correspondant admet une solution et il 
existe une fonction Ÿ E F'(M,5#*) dont le diviseur A4 — A” + A”. 
Or ce diviseur est =>0, donc la fonction 1ÿ est holomorphe. Considé- 
rons enfin le diviseur du produit A; = (A — A”) + (A" + AT) — 
— A+ A”; ce diviseur est aussi =>0, donc la fonction @ = fy 
<st holomorphe sur M. La fonction donnée f = œ/Ÿ. 4 


51. Solution du problème de Levi. Commençons par la générali- 
sation du problème de prolongement des fonctions définies sur des 
ensembles analytiques, étudié au n° précédent. Plus exactement, 
au lieu des ensembles de codimension 1 on se propose d'envisager des 
ensembles de codimension arbitraire et au lieu des fonctions holo- 
morphes, des formes différentiables fermées par rapport à l’opéra- 
teur 0. 


Désignons par XÀ un sous-ensemble fermé d’une variété complexe 
M et par Z° (X) l'ensemble des (0, s)-formes différentiables définies 
et fermées par rapport à l'opérateur 9 dans un voisinage de X (ce 
voisinage diffère d'une forme à l’autre). Soient B°(X)< Z° (X) 
le sous-groupe des formes exactes par rapport à 6, et A! (X) = 
= ÿ (X)/B° (X) le groupe quotient. On aura besoin du 

Lemme. Soient X un sous-ensemble fermé d'une variété complexe M, 
G une fonction holomorphe dans un voisinage X et À = {pE€ X: 
g (p) = 0}. Si : 

H°*+° (X) = 0 (1) 

pour un s >> 0, pour toute forme w € Zs (4) il existe une forme Q € 
€ Z (X) dont la restriction G |4 = ©. De plus 


Hs (X) =0 + H® (4) = 0. (2) 


> Prenons une forme w € Z° (A) et construisons une fonction 


n € C°® (X) nulle à l'extérieur d'un voisinage de À contenu stricte- 
ment dans le voisinage de définition de w, et égale à { dans un plus 
petit voisinage de À. La forme nw, posée égale à O aux points où 


nm — 0, sera alors différentiable sur X. La forme w' — 20 (no) est 


fermée dans X A (car @ + 0) et holomorphe (donc elle se conduit 
comme une constante par une dérivation par rapport à 2). 
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Dans un voisinage de À dans lequel n = 1, on a 9 (nw) = 0, car 
la forme 6 est fermée. On peut donc prolonger w’ en la posant égale à 


© sur À et on trouve alors que w’ € Zn (X). En vertu de la condi- 


tion (1) il existe une forme Q’ différentiable sur X telle que 9 Q’ = w’. 
Il s'ensuit que 


9 (nw) — pQ’) = 0 
sur X, i.e. la forme Q = now — 9° € Z° (X). Puisque @ = 0 sur À 


et n = 1, la restriction Q |4À = «. Ce qui prouve la première asser- 
tion du lemme. 


Si de plus H° (X) = 0, la forme Q est exacte dans X et par suite 
© l’est sur À. Comme w € Z* (À) est arbitraire, on a H° (A) = 0. 4 


Il est aisé de prouver maintenant le théorème général de pro- 
longement. 


Théorème 1. Soient M une variété complexe et 


= {p EM: pp) = -.. = Fm (p) = 0}, (3) 
où p EO (M). Si 
HS (M) =... = HS" (M) = 0, (4) 


toute (0, s)-forme w fermée dans un voisinage de À est la restriction à 
A d'une forme Q fermée sur M. 


D Soit À, — {p € M: pp) —0}. D'après le lemme et en 
vertu des conditions (4) toutes les formes de A (A,) se prolongent de 
A,a M pour j=s,...,s+ m — 1et de plus A (4) =. 

: .. = H“tm1(4) = 0. Soit À, = {p € À;: oo ue 
= {p EM: pp, (p) = p: (p) =0};en vertu des dernières conditions 
et du même lemme, toutes les formes de Zi (4.) se prolongent de 


A: à À, pour j —=s,...,s+m—2 et H°" (4,) = 


. = H$*"* (4,) = 0. En poursuivant ce raisonnement on trou- 
ve finalement que toutes les formes de Z* (4) se prolongent de 
Am = À à Am = {P EM: pp) =... = Pm1 (p) —< 0}. Vu 


qu'à l’étape précédente nous avons obtenu la condition H°*! (4,_,;) — 
= 0, les formes prolongées se prolongent à À, _, et ainsi de suite. En 
reprenant cette procédure dans le sens inverse on constate que ces 
formes se prolongent en des formes fermées sur la variété M tout 
entière. 


Corollaire. Si pour une variété complere M 
H°(M)=0, s—1,..., m, (5) 
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toute fonction f holomorphe dans un voisinage d'un ensemble analytique 


A ={pEM: mp) =... = m)}, où tout pp, EO (M), 
prolonge en une fonction holomorphe dans M. 


On peut désormais passer à la résolution du problème de Levi 
(cf. $ 13) qui consiste à prouver que tout domaine D € C" inextensi- 
ble holomorphiquement en chacun de ses points frontières est un 
domaine d’holomorphie (n° 37). Au n° 39 on a vu que pour résoudre ce 
problème il suffit de montrer que tout domaine pseudo-convexe 
dans C” est un domaine d’holomorphie (l’implication V =- I dans le 
diagramme de la page 240). 


Théorème 2. Un domaine DC C”" est un domaine d'holomorphie 
si et seulement si 


H° (D) = 0 pour s—1,..., n — À. (6) 


D Condition nécessaire. Comme prouvé au n° 39, tout domaine 
d’'holomorphie est pseudo-convexe. Mais le théorème de Hôrmander 


d'existence d'une solution du Gd-problème nous dit que la condi- 
tion (6) est satisfaite pour tout domaine pseudo-convexe. 

Condition suffisante. D’après le theorème 2 du n° 33, tout domai- 
ne D € C" est un domaine d’holomorphie si sur un ensemble partout 
dense de points 6 € 0D existe une fonction barrière holomorphe 
dans D tendant vers œ lorsque :— £. Soit à un point en lequel 0D 
est tangente à une boule B& D (& € 9B NOD). L'ensemble des points 
6 est dense dans 0D, car pour tout &° € 9D et tout e >> 0 on peut 
prendre un point 2° € D tel que | — | <e; le point CE O9D le 
plus proche de :° possèdera la propriété requise et | Ê — E° | 2e. 

Désignons par / la droite complexe passant par & et par le centre 
de la boule B. Cette droite est un ensemble analytique et coupe D 
suivant un ensemble À ouvert (sur !) de dimension réelle 2. Alors 
C € 0A et on peut construire une fonction holomorphe dans À pré- 
sentant un pôle en & (cette fonction existe pour tout ensemble ouvert 
du plan). En vertu des conditions (6) et du corollaire du théorème 1, 
cette fonction se prolonge en une fonction F € © (D) tendant vers 
lorsque z— Ë, i.e. en la barrière au point €. < 


% Montrer qu'un domaine D € C” est un domaine d'holomorphie 
si et seulement si H° (D, ©) = 0 pour s = 1,..., nr — 1. 


52. Autres applications. L'existence d’une solution au d-problème 
est utilisée dans de nombreux autres problèmes d'analyse complexe. 
Citons deux exemples. 

Premier exemple : étudions le problème de prolongement local de 
CR-fonctions, problème dont la variante globale a été examinée au 
n° 31. Si dans sa variante globale ce problème admet toujours une 
solution (sous des contraintes naturelles), dans sa variante locale il 
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faut imposer des conditions subsidiaires à l’hypersurface sur laquel- 
le cest définie la fonction. Par exemple, sur l’hyperplan réel {y, = 0} 
les conditions de Cauchy — Riemann tangentielles sont satisfaites 
par toute fonction f de classe C! dépendant de x, seul, mais il est 
clair que toute fonction f définie sur {y, — 0} n’est pas prolongea- 
ble holomorphiquement. 

Exhibons un résultat acquis pour r7 = 2 par H. Levi en 1956; 
la démonstration produite appartient à Hôrmander. 


Théorème 1. Supposons qu’une hypersurface réelle S est définie 
dans un voisinage U de son point a par l'équation ®(:) =0, où € 
EC (U) et que Vo = 0. Si la restriction de la forme de Levi H, (p, w) 
au plan complexe tangent TS (S) possède au moins une valeur propre 
> 0, toute jonction f € C\ (S) vérifiant sur S les conditions de Cauchy — 
Riemann tangentielles se prolonge holomorphiquement à cette partie 
d'un voisinage de a dans laquelle ® << 0 *). 


> On admet sans perdre en généralité que a = 0, le plan 7, (S) 
est confondu avec {r, = 0}, le plan T£ (S), avec {z, = 0} et le 
développement taylorien de œ en 0 est de la forme 


qe) = + Hop, 2) +o(lz À) (1) 


{cf. n° 37). Quitte à effectuer un C-changement linéaire régulier des 
variables (2, . .., z,), on peut encore admettre que le vecteur 
propre associé à la valeur propre > 0 de Æ, est un vecteur directeur 
de l’axe :,. Le développement (1) devient alors 


p)=mn+lz PF + P (2, ‘2) + o(Iz f), (2) 


où P est un polynôme homogène du second degré en les variables 
sh: vel 


Alors @ (0, z,) = [z, [? + o (|z, |), donc on peut choisir un 
2 

>= O0 assez petit et ensuite un n > 0 tels que : _ > 0 dans le 

: on0Zz 

polydisque ne 

V= VX {a l<6}, ‘"V = {|l'z|<n}, 

et p (z) > 0 au voisinage de sa face { | z, | — 6}. Avec un tel choix, 
pour tout ’z € "V l’ensemble {z,: | z, | 6, q (3, z,) > 0} contien- 
dra un voisinage du cercle {| z, | = ô} et sera connexe, car q en tant 


que fonction subharmonique de z, ne présente pas de maximums lo- 
taux dans le disque {| 2, | < 6}. 

La fonction f peut être prolongée différentiablement à V et comme 
elle vérifie les conditions de Cauchy — Riemann tangentielles 


*) Pour la terminologie et les notations cf. n° 37. 
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sur $, on a dans V 
df = h5Ôp + PO; (3) 


où », est une fonction différentiable et w, une (Q. 1}-forme (cf. exer- 
cice de la page 218). Construisons dans V une fonction différentia- 
ble g, telle que 


So ls = / et dgs = O (œ°) (4) 


dans un voisinage de $. On peut le faire de la manière suivante. 
Remarquons tout d'abord qu'en vertu de (3) 9 (f — hop) = @ (w, — 


ôh Ve = po, d'où 0 — 0 (pw:) = ôp | ©: + pôw: Donc ôp À 
À ©: ls = 0 et par suite ©; = k,0p + pos, où k, est une fonction 
et w, une forme. Reste à poser g, = f — h,q — h,g°/2 : alors 


0Lo = PO: — hp dp — (p°/2) 0h, = p° (w3 — 1/2 0h) 


et cette fonction satisfait aux conditions (4). 
Soit D — {2€ V:p(:) <0} et 
f ôg, dans D 
Q—4} 780 
: O0 dans VX D: (5) 


cette forme est de classe C! (") en vertu de (4), car œ est nulle et 
0-fermée sur 0D f} V. Pour tout ‘’z € ‘V la forme Q est à support borné 


par rapport à z, (car @ > 0 dans un voisinage de {| z, | = 6}, donc 
= 0). Considérons la fonction 


fo) | AE di, À dt, = 
C 


271é Gn 


Le 


ani 


an ("2; Zn dt A dE... (6) 


où a, est le coefficient de dz, dans l'expression de Q. 
La forme Q étant 0-fermée, on a 

= (7) 
(cf. n° 45), et comme Q — 0 à l’extérieur de D, la fonction Î y est 
holomorphe. Mais on voit sur (2) qu’il existe un point ‘2° € ”’V tel 
que x! >> Ô au voisinage duquel il n’existe pas de point de D, donc 
dans ce voisinage a, (‘z, z,) = 0 pour tout z, et la fonction f (z) = 0 
en vertu de (6). L'ensemble de ces points est ouvert et puisque d’a- 


près ce qui a été prouvé plus haut l’ensemble {z,: @ (°z, z,) << 0} est 
connexe pour tout ’z € ’V et contient {| z, | = 6}, on en déduit que 


Î (z) = 0 à l'extérieur de D. 


& 17] APPLICATIONS 303 


Considérons maintenant la fonction F — g, — f E C? (V). Cette 
fonction est confondue avec g, dans VD et en vertu de (4) égale 
à f sur 0D f} Ÿ, de plus en vertu de (5)et (7)on a 9F = 0g, — Q =. 
Donc la fonction F est le prolongement holomorphe de f de la fron- 
tière S — 9D à cette partie D du voisinage de z—0 où (2) << 0. 


Deuxième exemple : considérons une variante de la représentation 
intégrale des solutions des équations de Maxwell établie au n° 16. 
Les formules indiquées ici seront plus commodes pour les applica- 
tions. Au n° 16 on a démontré que la transformation de Penrose $ 
associe à toute (0, 1)-forme w d-fermée dans le domaine D, de l’espace 
des twisteurs P*, à coefficients d’homogénéité —4 par rapport 
aux variables w;, la solution autoduale des équations de Maxwell 


F* (Z) 5 fhŸ; « S PO ns faD ir 


où D,, P,, et E,,, sont des (2, 0)-formes spéciales et les coefficients 
s'expriment par des intégrales le long de la droite projective ! — 


= p (Z) et sont holomorphes dans le domaine M *): 


fr (Z) = | wi ui wl(wodu,—w, dus), k=1, 2, 3. (8) 
P(Z) 
On a signalé ibidem (cf. remarque suivant le théorème 1 du n° 16) 


qu'aux formes d-exactes étaient associées les solutions nulles, de 
sorte que la transformation # est en fait définie non pas par la forme 
&, mais par sa classe de cohomologie. D'après la théorème de Dolbeau 


le groupe quotient des (0, 1)-formes Ô-fermées dans D; à coeffi- 


cients d’homogénéité —4 par des formes identiques d-exactes est iso- 
morphe au premier groupe de cohomologie /1! (D, © (—4)) du 
domaine D. à coefficients d’homogénéité —4 holomorphes. 

Le domaine D, n’est pas un domaine d’holomorphie (il contient 
plusieurs droites projectives et en chaque point de sa frontière N la 
restriction de la forme de Levi à 7° (N) possède des valeurs propres 
de signes différents) et ne peut même pas être recouvert par un nombre 
fini de domaines d’'holomorphie. Donc le groupe quotient mentionné 
plus haut ne peut être réalisé comme un groupe de cohomologie 
pour un recouvrement fini du domaine D} (cf. n° 48). Cependant ce 
domaine peut être recouvert seulement par deux domaines de telle 
sorte que cette réalisation soit possible pour les restrictions aux 


droites projectives de D,. Plus exactement, vu que Im (wow + 
+ ww) 5 0 dans D} (cf. n° 13), il n'existe pas dans D, de points 
pour lesquels simultanément w&, = w, = 0, donc ce domaine se 


*) Pour fixer les idées, il est question des domaines D , et M£; on peut les 
remplacer par M° et D. 
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recouvre par deux domaines U* = {w € D,;:w, #0}, à = 0, 1. 
Pour les points Z de M les équations de la droite projective 
correspondante {= p (Z) sont de la forme 


Lo = 2900 + ZonË'ir Wa = Z10W0 + ZW» (9) 


et de plus pour Z € M la droite est entièrement contenue dans 
D + (n° 143). Puisque toute droite ! ne contient pas de points pour 
lesquels 1#, = w, = 0, elle se re:ouvre aussi par deux domaines 
u% = U&fi, obtenus chacun à partir de / en en extirpant un point. 

Montrons que sur toute droite fixée LC D,, le premier groupe 
de cohomologie à coefficients d’homogénéité —4 holomorphes pour 
ce recouvrement est isomorphe au groupe quotient des formes diffé- 
rentielles correspondantes. La démonstration consistera à construire 
une correspondance entre les formes et les fonctions holomorphes. 
Ce faisant, on obtiendra de nouvelles expressions pour les coefficients 
fr. de la forme F* qui seront plus commodes pour les applications. 

Pour le recouvrement envisagé il n'existe qu’une seule intersection 
UN = U9 NA UT et sera cocycle toute fonction f holomorphe dans U°1 
et de degré d'homogénéité —4, i.e. toute fonction des coordonnées 
homogènes wo, . . ., w, telle que w’f et w!f s'expriment holomorphi- 
quement à l’aide des coordonnées locales dans U0!. Le cocycle f | 
est un cobord s’il existe des fonctions f? telles que w£f? € O(u£), 
a = 0, 1 et 


flhui=fi— ht dans ut = Nuit. (10) 


Théorème 2. La décomposition (10) est possible si et seulement si 
pour tout contour fermé y: € lI 


\ a Mr f(w) (w, du, —1r, dus) =0, k—1, 2, 3. (11) 
Y} 
> Si = w,/w, est un paramètre local sur ,, la fonction wf |; 
se représente dans u°! = {0 << | E | << co} par la série de Laurent 


O0 


uifh= D cbr. 
Tim — C0 


L’intégrant de (11) se met sous la forme ©*-lwifd & et en choisissant 
V1 = {| | = p} on déduit de (11) que c_, = c_, = c_, = 0. Donc 
de (11) il s'ensuit que dans u°1 


fh=x > nt" + D Con (+)": 
nreû An=0 


la première somme est holomorphe dans u°, la deuxième, dans le do- 
maine u! paramétré par 1/&, de sorte que f | = f — fi et le cocycle 
f |: est un cobord. 
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Réciproquement, si f | , est un cobord, la relation (10) est valable 
et la fonction w%fi est holomorphe à l’intérieur de y, et le développe- 
ment de w“f; — w*t-tf} en série entière de 1/€ commence par 1/£$. de 
sorte que les intégrales de (11) sont nulles. 4 


Jl se trouve que les intégrales de (11) qui sont un obstacle à ce 
que le cocycle f |: soit un cobord peuvent être les coefficients de 
formes vérifiant les équations de Maxwell. 


Théorème 3. Pour ioute fonction f de degré d'homogénéité — holo- 
morphe dans U"1, la forme F* de coefficients 


hD=S | wÿ "wi f(w) (du, —w, dw,), k=1, 2, 3. (12) 
F 


où y, est un contour fermé de la droite projective L — p (Z), est solution 
des équations de Maxwell dans le domaine M et toute solution autoduale 
de ces équations se représente sous cette forme dans M. 


> Démontrons ce théorème en établissant entre les fonctions 
holomorphes et les formes 0-fermées une correspondance par laquelle 
les formules des coefficients (12) et (8) soient identiques: tout se 
ramènera alors à ce qui a été prouvé au n° 16. 

. Soient donnés une fonction f satisfaisant aux conditions du théo- 
rème, une droite Z = p (Z) et un contour y,< { entourant le point 
ë = 0, où & = w,/w, est un paramètre sur U° f\ 1. Désignons par # 
une fonction différentiable égale à 1 sur y, et à l'extérieur de ce con- 
tour et à 0 dans un voisinage du point £ = 0. La (0, 1)-forme diffé- 
rentielle homogène de degré —4 


dX 5; = 
= | = fl 0% 


se prolonge comme une forme 9-fermée sur L. Les coelficients cons- 
truits à l’aide de cette forme et des formules (8) sont égaux à 


fa (2)= À Eiwgols À dt= À Eiusl 8x À 4t= | à (C'-twéf1s de) 
C C C 
(on s’est servi du fait que w$f | , est holomorphe en tant que fonction 


de &). Le théorème de Stokes combiné au fait que la fonction x est 
égale à 1 sur y, et à 0 dans un voisinage de & = 0 nous donne 


fa (2)= | Erwéfl: de, 
Le: 
et ceci est confondu avec (12) (à un facteur multiplicatif près inessen- 


tiel en vertu de la linéarité des équations de Maxwell). Reste à choisir 
pour tous les 2 D une famille de contours y, dépendant différen- 


20—0888 
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tiablement de / et à construire avec toutes les formes &, une seule for- 
me « dans D, (nous glissons sur les détails de cette construction). 

Réciproquement, si dans D; est donnée une (0, 1)-forme w homo- 
gène de degré —4, sa restriction à toute droite fixée LS D, est 


© 1 = bod&, + bd, et de plus bowo + bu = 0 puisque sa 
définition est cohérente (cf. n° 16). Dans les domaines uw — U° fN\z 
et ul! — U! Nil munis des coordonnées locales € — w,/w, et 
n = &,/w, on a respectivement 

uo|, = TNT dé, wo|, = w#w,b) dn, 


et comme les 4-problèmes admettent une solution dans ces domaines, 
il existe des fonctions différentiables ®, et ®, telles que 


DATA == 0po (C)/ dë, TAUX == 0 (n)/ ôn. 


De la relation bolo + bu, — 0 on déduit alors que dans l'intersec- 
tion u — u° N\u! 
Po __ 7-4 21 (1/8) (4/0) 
at 7. at 


? 


et par suite la fonction 
1 | 
8O=pO-7m (T7) (43) 


y est holomorphe. 
De ce fait les coefficients de la formule (8) se transforment de 
deux manières : 


fn (Z) = ( ttol, À dd = 
C 


= (via À at | à (6-19 (0 40. 
C 


C 


h(2= —\nviul À an= 
C 
-hk d =" 
=-(" x 28 A ar A dn= — | à (mg (n) dm), 
C C 


ou, en appliquant le théorème de Stokes, 


fa (2)= À Bip (©) dE +e = — À n3-*p (mn) dn +8. 
ŸR VR 


où +R est un cercle de rayon R centré en l’origine, et «> 0 et 6—> 0 
lorsque R —+ co. En faisant le changement n = 1/0 dans la deuxième 
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expression et en la combinant avec la première, on trouve 


2fa (21= À Lip (O dé À tip ( + )at+a+8. 


ŸR v,/R 


En portant enfin dans la deuxième intégrale l’expression 
y | s | , # 
+ (—) = Po (&) —£g() tirée de (13), on aura 


2j (2)= À Ep (0 d— À Lip) dt+ | Etre) dt+a+p. 


ŸR V1/R V1/R 


La troisième intégrale peut être remplacée par une intégrale le long 
de tout contour fermé y,c ! entourant le point & — 0; lorsque 
R— la première intégrale tend vers f, (Z), la deuxième vers 0 et 
à la limite on obtient 


ha (2) = tte @at= | Eriwéfi() dt, k=1, 2, 3, (14) 


Le Ÿ; 


où 1 (w) = g (&)/w, est une fonction homogène de degré —4. Cette 
formule (à un facteur inessentiel près) est confondue avec (12). Reste 
à construire avec de telles f, une fonction f € © (D4, O (—4)}), mais 
nous glisserons la-dessus. < 


Remarque. Au lieu de {w, = 0} et {w, — 0} on peut prendre deux 
hyperplans complexes quelconques II, IT, P* dont la droite 
d’intersection est située à l’extérieur de D,. Toute droite LS D. les 
coupera alors en deux points. Pour u° et u! on peut prendre la droi- 
te L privée de ces points et pour f, une fonction homogène de de- 
gré —4 holomorphe dans D; {IT, UII,}; la démonstration du 
théorème 3 ne subira pas de changements notables. 


Exemples. 

1. Soit f (w) = 1/(wiw.); puisque sur la droite ! — p (Z) on 
a Ws = 21080 + Zuw, en vertu de (9), dans (14) la fonction g (£) — 
= U%f | = (G0 + Z16)74 Donc les coefficients 


__{ TR-1 dt : 
Îx (2) ” ni Z10-+ 2uit ? k=1, 2,3. 
Le 


Les intégrants présentent un pôle simple au point à = — z,,2,, et 
la méthode des résidus nous donne 
L— 1/13 fa = — Zoo/Z11 fs = Pr EE (15) 


20% 
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Rappelons maintenant que les quantités F}, = E, + iH, s’expri- 
ment en fonction de f; à l’aide des formules 


Fi = 2f2, Fa = fs — fu Fs=iGs+f) (16) 


(cf. n° 16). Pour la solution (15) On a fifa = fs, d'où F? + F1 + F3 = 
— 0. La dernière égalité exprime que les champs électrique et ma- 
gnétique sont orthogonaux et de même module: (£, H)=0, | E | — 
— | H |. Ces solutions des équations de Maxwell s'appellent isotropes. 

2. Soit f(w)=uw,/(wiui); sur la droite Z on a alors g(£) — 
— 208 et Jes intégrants de (14) présentent un pôle d'ordre 


(210=+ 2110)3 Lie 
deux. Le calcul des résidus nous donne 


9 Zoiï1o Zox510 , f= 22 (3 ts — 220 ) 


, k=- 


3. Dans les exemples précédents les solutions holomorphes dans 
MS présentaient une singularité sur l’espace réel de Minkowski. Pour 
obtenir des solutions sans singularité sur M, il faut choisir la fonc- 
tion f de telle sorte que les hyperplans de ses singularités se coupent 
non pas sur la frontière de D; (comme les hyperplans {w, = 0} et 
{w: = 0} des exemples précédents, mais dans le domaine D. On 
peut pa exemple poser f (w) = (w, + üw,)* (we + iwo)"!: alors 


fi Zo1/ A, fa = — (200 + à) Zo/ A, fs = ee + i)*/4, 
où À Dre (200 + à) Gus +i) =1— 1x — 2ix Æ0 sur 
M (ici [x [F = 2 — x — x — 


Signalons en ee que la méthode des twisteurs de R. Pen- 
rose (n° 43 et 16) est très féconde non seulement pour la résolution 
des équations de Maxwell mais aussi dans bien d’autres problèmes 
importants de physique mathématique. 


$ 18. Résidus multidimensionnels 


On rappelle que le résidu d’une fonction d’une variable complexe ÿ 
en un point singulier isolé a est par définition le quotient par 2xi 
de l’intégrale de f prise le long de tout cercle y de rayon assez petit 
centré au point a: 


Si la fonction f est holomorphe partout dans un domaine D sauf en un 
nombre fini de points singuliers a, les cercles y, de rayons assez petits 
centrés en a, forment une base de cohomologies 1-dimensionnelles 
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dans le domaine D’ =D \ U {a,}. Si pour un cycle 1-dimensionnel 
(un chemin fermé) y D’ on connaît le développement suivant 


N 
la base y À k,y, (— désigne l’homologie) et les résidus À, de 
v=1 


la fonction f en a,, alors 
N 
( fd=Qmi S kR, 


Y 2 | 


(théorème des résidus). 

La même situation prévaut dans l’espace. Mais le passage à l’es- 
pace apporte des complications essentiellement de nature topologique 
dans le calcul pratique des intégrales. 


53. Théorie de Martinelli. Pour déve- 
lopper cette théorie on aura besoin de 
quelques notions de topologie. 

Soient M une variété différentiable 
orientable à m dimensions et &: Q— M 
et B: Q°—+ M des cases à dimensions 
complémentaires (i.e. telles que r+s=m) 
se coupant transversalement en un point 
pEa fB. La dernière condition exprime 
qu'une base de vecteurs tangents v,,... 
... Ur € Th (&) combinée à une base si- 
milaire U,+1» - - ., Um € T n (B) forme une 
base dans T, (M) et implique en parti- By, 
culier que « et B soient des sous-varié- 
tés de M au voisinage de p. Supposons 
que « et B sont orientées et que les for- Fig. 47 
mes ©” et ©” (deg w” —r, deg w” = s) 
sont >> 0 sur elles au voisinage de p. On 
dira que l'indice d'intersection de « et de Best égal à + 1 au point psi 
la m-forme © = w’ /\ w” est > 0 sur M au voisinage de p et à — 1 
si elle est < 0 (fig. 47). 

Si o"= 2 ka, et t°= » L,B, sont des chaînes sur M de dimen- 
sions complémentaires (dim 6° =r,dim t°=—s,r-s—m)etse coupent 
transversalement en un nombre fini de points p;, nous définirons 
leur indice d’intersection i (o’, t°) comme la somme des indices d’in- 
tersection des cases correspondantes en tous les points p; multipliés 
par le produit des coefficients avec lesquels ces cases figurent dans les 
chaînes. (Par exemple, si l'indice d’intersection des cases &, et B, 
au point p, est égal à —1, ce point sera représenté par le terme 
—k,l, dans la somme définissant l’indice d’intersection des chaînes). 

Signalons les propriétés élémentaires suivantes de l’indice d’in- 
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tersection : 
1) & Go”, v) = — à (—07, v) = — i(o", —T); 
2) io”, t') = (— 1)“ i (x', 0’); 
3) à (o", ti + %) = à (0, vi) + à (o”, ta). 


Signalons encore une propriété géométriquement évidente: si 
les chaînes 0” et t° sont des cycles (i.e. les frontières 00” et 91° sont 
nulles) et si l’une d’elles au moins est un cycle homologue à 0 sur M 
(i.e. la frontière d’une chaîne appartenant à M), alors à (0”, +‘) = 0. 

Considérons ensuite sur la variété orientable M deux cycles 0” et 
T°"! homologues à O0 (on admet toujours que r + s = m) ; supposons 
que ces cycles ne se rencontrent pas. Il existe une chaîne T° M 
telle que t‘-! — OT* et si TC M est aussi une chaîne de frontiè- 
re Tt°-!, alors d’après les propriétés de l'indice d’intersection signa- 
lées plus haut 

à (o”, T*) — à (o”, T5) = (0°, T° — Ti) = 0, 
car T° — Ti est uu cycle *) sur M et o” est un cycle homologue à 0. 
Donc, dans les conditions envisagées l'indice d’intersection du 
cycle 0” et de toute chaîne 7° M dont la 
Ps frontière 07° — t°-! ne dépend pas du choix 
T' de cette dernière mais seulement du cycle t*-! 
(pour M et ©” donnés). Nous appellerons cet 
indice coefficient d'enlacement des cycles 0” et 
t‘-let le désignerons par c (0”, T°!) ; ainsi par 
(a définition 

‘je. 4 

RISsrae co”, tt)=i(o", T°). (1) 


(Sur la figure 48 le coefficient d’enlacement des cycles +1! et 0° 
4-dimensionnels et homologues à 0 dans R° est égal à 2.) 

Signalons les propriétés élémentaires suivantes du coefficient 
d'enlacement : 

4) co", t-1) = —c(— 07, tt) = — co", —1"1); 

2) co”, tt) = (—1) ED c (TT, 0°); 

3) c(o’, xt + tt) = © (07, v57) + © (o”, ti” 1). 

Signalons encore la propriété suivante: si deux cycles of et 0; 


homologues à 0 sur M le sont l’un à l’autre sur MX t°-! (où +‘! est 
un cycle homologue à 0 sur M), alors 


cor, 71) = c (of, +7). (2) 


En conclusion, formulons sans le prouver le 


*) La frontière 9 (T3 — T#) = ts-t — gi-l — 0. 
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Principe de dualité (J. Alexander, L. Pontriaguine *). Soient 
S une sphère de dimension réelle m et K€ S un polyèdre. Il existe 
alors une base d’homologie {7% '} de À duale d’une base d'homologie 
{a1} de SK et telle que pour tous pet v 


C (ou Ts Ÿ ) = Ov (3) 


nù Ô,, est le symbole de Kronecker et r + s = m. 
Passons maintenant au calcul des intégrales. Etant donnée dans 
un domaine D & C” une fonction méromorphe f d'ensemble polaire P, 
on demande de calculer l'intégrale de la forme w —= fdz = f (z)dz, À 
. À dz, le long d’un cycle à n dimensions 0€ D\P. Si o est 
homologue à à "0 dans D 'KP, on a en vertu du théorème de Cauchy — 
Poincaré 


( fdz=0 


Si un cycle ©’ est homologue à © dans D\XP, on a d’après le mème 
théorème et les propriétés des intégrales 


\ f dz— \ f dz. 

0° o 
Il en résulte que si l’on connaît une base d'homologie {o,} à nr di- 
mensions de l’ensemble D\X P et le développement 


p 
6 D LAUR (4) 
p=1 
suivant cette base, le calcul de l'intégrale de f le long de © se ramène 
à celui des intégrales suivant les cycles de base : 


\ fa=S Eu | fdz. 


6 u=1 Ou 


Comme en dimension un on appellera résidu d'une fonction f 
par rapport à un cycle de base e la quantité 


R, = = ( f dz. (5) 
Ou 
On aura alors le 


*) On dit qu'un système de cycles {0;,} sur un polyèdre À est une base 
d'homologie à r dimensions de X si: 1) il est homologiquement indépendant, 
| e. le fait qu’une chaîne ÿ k,0,, sur Æ est homologue à 0 entraîne que tous les 


— Oet2)toutcycleoàr dimensions sur K est homologue à une combination 


A énire des (CHE 
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Théorème 1 (des résidus). Soit f une fonction méromorphe dans un 
domaine DE C" d'ensemble polaire P. Pour tout cycle à n dimensions 
oc D\XP 


p 
| fds= (ni D KR. (6) 


Oo Lez 1 


où k, sont les coefficients du développement de © suivant une base d'homo- 
logie à n dimensions de D XP et R,, les résidus de f par rapport aux 
cycles de cette base. 

Dans l’espace la recherche de la base {o,} et du développement (à) 
suivant cette base est un problème qui est loin d’être aussi simple 
que dans le plan. En 1953 E. Martinelli a remarqué que dans bien 
des cas le problème se simplifie considérablement si l’on fait appel 
au principe de dualité. Pour pouvoir appliquer ce principe on suppose- 
ra que le domaine D est homéomorphe à une boule à 2n dimensions. 
En identifiant tous les points de 0D à un point et en complétant D 


avec ce point, on obtient une sphère D a 2n dimensions. De même, 
en identifiant tous les points d’intersection de l’ensemble polaire P 
de f et de 0D à un point et en complétant l'ensemble P avec ce point, 


on obtient l’ensemble P. Cette opération est visiblement sans effet 
sur la base {o,} et sur le développement (4) suivant elle. En d’autres 


termes, {0,} reste une base d'homologie à r dimensions de D\XP 
et (4) le développement du cycle © suivant elle. 
D'après le principe de dualité nous pouvons à la place de la base 


d’'homologie à 7 dimensions {o,} de l’ensemble D\P chercher la 
base duale d’homologie à 7 — 1 dimensions de l'ensemble polaire P, 
qui est liée à la première par les relations 


& (Ou; Ty) = uv (7) 


Les cycles Tt, seront brievement appelés cycles singuliers. 

On remarquera que les coefficients À, du développement du cycle 
o suivant la base {o,} sont confondus avec les coefficients d'enla- 
cement de ce cycle avec ceux Le la base duale {t,}. En effet, le 


cycle © étant homologue à à k,O, dans DEP, la propriété 


des coefficients d’enlacement indiquée plus haut nous donne 


c(o, s)=c( à kuOu ,) x 


d'où en vertu de la propriété 3) et des relations (7) 
c(o, 7) = 4. (8) 
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Cette remarque permet de trouver les k, sans connaître la base 
{o,}. Les intégrales le long des cycles de base o, (les résidus de la 
fonction f) peuvent aussi être calculées lorsque les cycles ne sont pas 


connus. En effet, supposons que dans D\P on ait réussi à trouver p 
cycles y, à n dimensions homologiquement indépendants le long 
desquels on peut calculer les intégrales 


( fdz=l(yu), u=i,...,p. 

Va 
Supposons qu’on connaisse aussi les coefficients d'enlacement 
c (us T,) = 4, de ces cycles avec ceux de la base duale {T,). 
D’après la remarque ci-dessus a, sont les coefficients du développe- 
ment de y, suivant la base {o, , donc le théorème des résidus nous 
donne pour tout u = 1, ..., a 


Ln)= @ni)" À av «9 


où À, est résidu de f par rapport au cycle o.. 

Le système (9) peut être traité comme un système linéaire par 
rapport aux résidus inconnus À,. La résolution de ce système nous 
donne facilement les résidus, car le déterminant est proportionnel 
à det (a,,) lequel est différent de 0 en raison de l’indépendance homo- 
logue des cycles y,. 

Compte tenu de la dualité on conviendra d'appeler l'intégrale f 
le long du cycle à n dimensions ©, divisée par (2ri)" résidu par rapport 
au cycle singulier tr, (dual de o6,). Signalons que cette définition 
souligne l’analogie entre le cas multidimensionnel et le cas plan, où 
l'intégrale le long d’un cycle y, à une dimension divisée par 2xi 
s'appelle résidu de f par rapport à un point singulier a, (un cycle 
O-dimensionnel). Le théorème des résidus peut maintenant être 
énoncé sous la forme suivante: 


Théorème 2. Soient f une fonction méromorphe dans un domaine 
DE C"homéomophe à une boule à 2n dimensions, P l’ensemble polaire 


de f obtenu en ajoutant à P (\ D l’ensemble P N 9D identifié à un point. 
Soient T,, v = 1, ..., p, une base d'homologie à n — 1 dimensions 


de l’ensemble P et R, le résidu de f par rapport au cycle singulier +.. 
Pour tout cycle à n dimensions 6 D\P on a alors 


p 
( fdz=(ani) D ER, (10) 


CO v—i{ 


où k, = c(0, T,) est le coefficient d'enlacement de © avec le cycle 
singulier T.. 
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Exemples. 
1. Si f est une fonction entière à nr variables complexes, n >> 1, 


n 


et L'(3) = >, &y z, + B une fonction affine, pour tout cycle à n 
v= 
dimensions oc C"X{L(z) = 0} et pour tout entier m on a 
= f (2) ds = 
m 
9 | > ayiv+8) 
ER | 


En effet, la frontière de C” est constituée par les points à l'infini 
qu'il faut identifier à un seul point. En ajoutant à l’ensemble polaire 
P = {1 (z) = O}les points à l'infini identifiés on obtient une sphè- 


re P à 2n — 2 dimensions. Pour nr > 1 tout cycle à r — 1 dimensions 


sur P est homologue à O (p = 0), la base {t,} est triviale, donc 
l'intégrale envisagée est nulle. 
: 12 “se ezv dz À du 
9 D PR A 
2. Considérons l'intégrale 7 — \ GED) w—22 ” 
ç 

cycle arbitraire à deux dimensions de C? ne rencontrant pas 
l'ensemble polaire P = P,U P,, où P,={z=2w} et P,={w— 22}. 


L’ensembe polaire complété P est composé de deux sphères P, 


et P, à deux dimensions se coupant en deux points: {z = 0, w=0}, 
et du point à l'infini identifié. On demande de trouver une base 


d'homologie à une dimension de P. Il est évident que tout cycle 
à une dimension situé entièrement sur l’une de ces sphères est homo- 
logue à 0. Donc tout cycle non homologue à 0 doit aller du point 
{0, O0) vers l’infini le long d’une sphère et revenir vers le point le long 
de l’autre sphère. De tels cycles sont homologues à un cycle t parcou- 


ru plusieurs fois et composé d’une droite L,c P, allant de (0,0) 


à l'infini et d’une droite L. € P, allant de l’infini à (0, O). Supposons 
par exemple que L, passe par le point (2, 1) et L, par le point (1, 2), 
les équations paramétriques de ces droites seront alors de la forme 


où oc est un 


z=2t, 
li 
w = l,; 


Z = Lo 
& —— 


| 0St,< 0: L.: w = 24, 


Ici p = 1, donc il suffit de calculer l'intégrale de f le long d’un 
cycle y à deux dimensions non homologue à 0 dans C? XP. Prenons 
pour y le tore fev, eit}, où 0 @, b< 2x, alors 


_ . e:w dz À dw 
[id Adw= | F2) 2) - 
Y {luwl=1} (I21= 
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Puisque |w| — 1, dans le calcul de l'intégrale intérieure il faut 
tenir compte du seul résidu au point z — w/2, donc cette intégrale est 


égale à er? et l’intégrale tout entière à + (la non-nul- 


lité de cette intégrale entraîne la non-homologie de y à O). 
Calculons le coefficient d'enlacement c (y, t) = a; par définition 

il est égal à l'indice d’intersection de y et de la membrane à deux 

dimensions 7? tendue sur 7. Les équations paramétriques de 7° sont 


z=2t;+t 
w=t;+2l 


et cette membrane ne coupe le tore y qu'au point (1, 1) qui correspond 

aux valeurs t, = t, — 1/3, @ = Ÿ = 0 des paramètres. En ce point 

NET Le 0 (on pose z = x + iy, w —= u + iv), d’où il vient 
1r ‘2° , 

que l'indice d'intersection à (y, T°) = c (y, t) — 1. A l’aide de la 

formule (10) on trouve que le résidu de f par rapport au cycle singu- 

lier + est égal à 


| 0<1t,, Lo << OO, 


1 { 


v 
et le théorème 2 nous donne alors la valeur de l'intégrale cherchée 


2 
T = Re (ao, t), 
© (6, t) étant le coefficient d’enlacement du cycle d'intégration 
(à deux dimensions) & avec le cycle singulier (à une dimension) t. 


54. Théorie de Leray. Considérons une autre méthode de calcul 
des intégrales, proposée par J. Leray. Cette méthode permet souvent 
de ramener le calcul de l'intégrale d'une forme © de degré r le long 
d'un r-cycle © à celui de l'intégrale de la forme res « de degré r — 1 
appelée forme résidu, le long d’un (r—1)-cycle situé sur la variété des 
singularités de la forme w. La méthode de Leray peut aussi être traitée 
comme la généralisation de la méthode classique des résidus qui cor- 
respond au cas r — 1 et ramène le calcul des intégrales de formes 
uw = f dz le long de courbes fermées à celui des valeurs de res f aux 
points singuliers de f (i.e. des intégrales 0-dimensionnelles de res / en 
ces points). Exposons cette méthode dans sa variante la plus sim- 
ple *). 

Soit donnée dans une variété complexe M à nr dimensions une 
sous-variété P de codimension complexe 1 qui dans un voisinage 
U.0c M de chacun de ses points z° est définie comme l’ensemble des 


*) L’'exposé complet est accessible dans l'ouvrage de J.Ler a y, Le calcul 
différentiel et intégral sur une variété analytique complexe. Paris, 1959. 
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zéros d’une fonction 1; holomorphe dans l’» telle que Vi» = Ù 
dans U: 

P AUx = {2€ Us: Ph(z) = 0}. (4) 

Soit donnée sur M\P une k-forme différentielle ©, 0 <k< 2n 


de classe C°® présentant sur P une singularité polaire du premier: 
ordre. La dernière condition exprime que dans chaque L'», 2° € P. 


le produit Ÿ w se prolonge en une C”-forme sur Us. 


Lemme. Une condition nécessaire et suffisante pour qu'une forme 
a E C” (M) se représente dans un voisinage U d'un point À € P sous 
la forme *) 


a = dÿ À p, (2) 
où BEC” (Ü), est que dans U 
dy À & = 0. (3) 


D Prenons 1 pour une des coordonnées locales définissant P 
dans U, pour fixer les idées z, (ceci est possible en vertu des condi- 
tions imposées plus haut à 4). Dans ces coordonnées la forme « peut 
étre exprimée par deux termes: 


a = oi... dZi Aie À di, = du AB+ao. 


où «’ ne contient pas dz, (on admet comme toujours que Z, = :,, 
Zn+ty = 23, V = 1,...,n). Donc, si « se représente sous la forme (2} 
pour = 2,, alors «’ — 0 et par conséquent dz, À &« = 0, i.e. (3) est 
réalisé. Réciproquement si dz, A. = 0, il en est de même de dz, À 
À œ’ et comme &’ ne contient pas dz,, ceci ne peut avoir lieu que 
pour « — 0. € 
Théorème 1. Si une forme w € C” (M\P) présentant une singula- 
rité polaire du premier ordre sur P est fermée dans M*.P, alors dans 
un voisinage U de tout point :° € P elle se représente à l'extérieur de 
P par 
ra) =+ Ar+o:, (4) 


où les formes r, w, € C” (U). Ceci étant, la restriction r | ne dépend 
pas du choix de la fonction # et est une forme fermée. 

D Puisque vo € C* (U), on a d (bo) = d À © + % À do: 
mais sur M\P on a dw = 0 (car « est fermée), donc en raison de la 
continuité d (wo) — dy /\ w partout dans U. Donc dd À «w se pro- 
longe à P en une forme x € C® (U) et d’après le lemme il existe une- 
forme B—uw EC” (U) telle que 

db À © = dy À o1. 


*) Pour simplifier l'écriture on omet l'indice 2° dans les notations de U. 


vetB 
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En multipliant cette égalité par on trouve que dd À (bo® — bow;) = 
—= 0, où bo — bu, EC” (U); donc d'après le même lemme il existe 
une forme r € C” (U) telle que w — vo, — dt A r. Cette égalité 
équivaut à (4) à l'extérieur de P. 

Montrons que la restriction r | est définie de façon unique par 
la forme «w. Supposons tout d’abord que la fonction Ÿ qui définit 
l’ensemble polaire P est donnée et montrons que l'égalité 


= Ar+a (5) 


entraîne l'égalité r | = 0. De (5) on déduit que dd À r + tw, = 0, 
d'où db À wo, = 0 et comme + est une fonction non nulle dans 
UP. il vient d À «w, —=0 dans UXP; cette égalité est valable 


partout dans U, puisque dÿ À ow, € C”(U). Nous pouvons appliquer 
le lemme en vertu duquel il existe une forme o&, telle que w, = d À 
A ©2. En portant ceci dans (5) on trouve que dd À (r + wo.) = 0; 
d'après le même lemme r + po, = dd À w:, où oo, € C” (U). 
D'où l’on voit que la restriction r | = 0, car |P = (db)|p = 0. 

Prouvons maintenant que r |- est indépendante du choix de la 
fonction 4 qui définit l’ensemble polaire. Supposons que cet ensem- 


ble est défini (dans le voisinage U) par une autre fonction Ÿ ; le rapport 


tp — 4 est alors holomorphe et non nul dans U (cf. n° 50). Sup- 
posons que 


Le. À 


CL Ar+ 4, 
Ÿ 


où 7, O € C” (U). La substitution Ÿ = x nous donne 
= ATHLE AT+O= À AT Ho, 
Ÿ X Ÿ 
où a, = AT+ &,E C® (U), et d'après ce qui a été prouvé plus 
haut Tlp=rlp. 
_ Reste à prouver qué la forme r | est fermée. Mais à l'extérieur 


de P, on a (puisque « est fermée) do — or À dr + de, = 0, ce 
qui est confondu avec (5), où r est remplacé par —dr et w, par do.. 
On en déduit en vertu de l’unicité établie plus haut que dr | = 0. 

Définition 1. On appelle forme résidu d’une forme fermée 


o € C” (MP) présentant une singularité polaire simple sur P une 
forme fermée sur P qui est égale au voisinage de chaque point € P 
à la restriction à P de la forme r de la décomposition (4): 


res oo =7r Fe (6) 
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L'opérateur res transforme donc le groupe Z* (MP) des 


C°”-formes de degré s en le groupe Z*’-1 (P) des C”-formes de degré 
s — 1: 


res: Z (MX P)— Z%-1 (P). (5) 


Remarque. Si une forme w est holomorphe *) sur M\P, il en est 
de même de res « sur P. Ceci résulte du fait que si w est holomorphe, 
les formes r et w, peuvent aussi être choisies holomorphes dans la 
démonstration du théorème 1. 


Exemple. Supposons que s est égale à la dimension (complexe) 
n de la variété M et que la forme « est holomorphe sur M\ P et se 
représente en coordonnées locales z = (z,, . . .. z,) introduites dans 
un voisinage U du point z° € P par 


o=+ ds = 2 d2, À so. A din (8) 

où p, wEO(U) et p|p—=0, + p #0. On peut alors écrire 
dv d. ; 
9 qu gt dv eu ER 2 à 
D (A) À dat (— 4 ER À dev], 
9zy 02, 

d'où 

resw=—(—1)""! L dz {[v] : (4) 


Eu 2 
d2y 


(on rappelle que dz[v]= d2, À ... À ds, À dzsss À ... À dza). 
Pour nr —1 on obtient la formule ordinaire du résidu en un pôle 
ci roc À 47 — 8) 

simple : res v dz = Ÿ @) 

Passons maintenant à la description de l’opérateur cobord Ô de 
Leray qui à tout point z° de P associe un ensemble homéomorphe 
à un cercle ô2 € M° P (et augmente par conséquent la dimension 
réelle d’une unité). Cet opérateur doit jouir des propriétés suivantes : 

4. Dans un voisinage UÜx il existe des coordonnées locales 
(2, --., Zn) = z d'origine z° dans lesquelles P fN U,o est définie par 
l’équation z, — 0, le cercle ôz° est contenu dans VU» et défini par 
l'équation |, | = 1. 

2. L'ensemble |} 6z forme une surface continue dans M : P. 

z€P 


*) La définition d’une forme holomorphe est donnée au n° 14. 
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3. Les lignes 67’ et ôz” ne possèdent pas de points communs pour 
z Æ3. 
L'ensemble (|J ôz constitue donc la frontière d’un voisinage 


z2EP 
tubulaire de la variété P (cf. fig. 49, où P est représentée par une 
ligne et M, par l’espace). La construction d’un tel opérateur à est 
toujours possible sous les conditions posées plus haut, car les dimen- 
sions réelles de P et de M diffèrent de deux unités. 

Soit maintenant © un cycle sur P de dimension réelle s — 1 ; on 
admettra que le support de ce cycle (i.e. le polyèdre correspondant} 
appartient proprement *) à P. Posons 

Ôo — |} ôz: 

z£0 
on peut traiter Ôo comme une chaîne à s dimensions sur M P si 
elle est munie d’une orientation naturelle correspondant à celle de o- 
Pour cela il suffit d'introduire une 
orientation sur chaque ligne 6z, par 
exemple de la manière suivante: 
on admettra que dans U, l’orien- 
tation est définie par l’ordre de suc- 
cession des coordonnées locales 
Zjs + + « Zn (la positivité de la for- 
me dz, À .../\ dz,) et dans 
U. NP. par l’ordre de succession Fig. 49 
de 2, .-., 21; le sens positif 
sur Ôz correspondra alors à la croissance de !, dans la repré- 
sentation z, == eftr du cercle 6ôz (cf. propriété 1 de l’opérateur 6). 

Il est aisé de voir que l'opérateur Ô commute à l'opérateur à 
de prise des frontières (69 — 06), donc il envoie cycle dans cycle et 
cycle homologue à zéro dans cycle homologue à zéro. Donc 6 est un 
homomorphisme des groupes d’homologie 


6:H©) (P)—+ I (MP) (10) 


(l'indice (c) indique que l’on considère des homologies compactes, 
i.e. on ne tient compte que des chaînes à supports compacts). 

Le théorème suivant est une généralisation du théorème des 
résidus du tome 1. 


Théorème 2. Si 0€ P est un cycle à s— 1 dimensions et 


o € C” (MP) est une forme fermée de degré s pour laquelle P est un 
ensemble polaire du premier ordre, alors 


( wo = 2ni ( res 6), (11} 
ô0 c 
où Ô est un opérateur cobord de Leray. 


*) Cette condition nous évite d'envisager des intégrales impropres. 
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> Désignons par Ô,, 0e <1Â, un opérateur possédant les 
propriétés 1 à 3 de l'opérateur à à la seule différence que dans 1 
l'équation |z, | — 1 est remplacée par |2z, | — e et le voisinage 
tubulaire of) limite par la surface 0,0 — |] Ô,z se rétrécit à © 


z€0 
lorsque £—> 0. Pour tous €, 8e, 0 << 8, << 8 1, la formule de 
Stokes (n° 13) nous donne 
\ G) —- &W = \ dw = 0 
Ôe,0 0e,0 o(Es)\ g(81) 


puisque « est fermée, donc l'intégrale de « le long de 6,0 ne dépend 
pas de &. 

Recouvrons maintenant o() par un système fini de voisinages 
{U;};es dans chacun desquels est valable le théorème 1, et comme 
plus haut nous pouvons poser  (z) — z,. Construisons à cet effet 
une partition de l’unité {e,} et appliquons dans chaque U ; le théore- 
me { en y posant à = z,. On obtient 


|o= >» \ ew= » Ve; “e Ar+} \ ej@4, (12) 


o,9 jEJ 0,9 JET 6,0 JE) 0,0 
où 
d£n + dzn ; ; 
de \r= rs ejr (°Z, Zn) — 2Ti \ e; res 6 
ô,0 {zh 1e) {°260, 1z,1=E) ( 


lorsque e—> 0, le premier membre de (12) ne dépend pas de & et 
est égal à l’intégrale le long de ôc et la deuxième somme du second 
membre tend vers 0 avec e. Donc, en faisant tendre € vers 0 dans (12), 
on obtient 


oO = 27i » e; res & = 27 \ res). 
60 


jEJ © o 


.On remarquera que si l’on remplace © par un autre cycle 0”, 
appartenant à la même classe À € H{°, (P) d’homologie compacte 
sur P (ceci exprime que ©” — © limite une chaîne à s dimensions 
appartenant proprement à P), les intégrales de la forme res © le long 
de © et o’ seront confondues d’après la formule de Stokes, puisque 
res w est fermée. En tenant encore compte du fait que l’opérateur Ô 
préserve l’homologie en vertu de (10), on peut remplacer dans (11) 
les cycles o et ôc par des représentants quelconques des classes corres- 
pondantes k € H{° (P) et 6h € H(MXP). On peut donc mettre 
la formule (11) sous la forme 


( w = 2ni \ res ©. (13) 
ôh h 
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Il est clair que si l’on ajoute à w une forme exacte dans MX P 
(i.e. une forme qui soit la différentielle d’une (s — 1)-forme), les inté- 
grales de (13) ne changent pas. La classe des formes qui diffèrent 
de wo de formes exactes est une classe de cohomologie contenant w, 


l'ensemble de ces classes pour toutes les C” (M P)-formes fer- 
mées wo de degré s - 1 est le groupe de cohomologie H* (M\P) 
(cf. n° 14). On voit que la classe de cohomologie de H*-! (P) qui 
contient res w dépend uniquement de la classe de cohomologie de 
H* (MP) qui contient la forme ow. 


Définition 2. Soit wo une forme fermée représentant une classe 
o* € H“(M\P); la classe de cohomologie de H*°-1 (P), qui contient 
la forme res w, s'appelle classe résidu et se note Res w = Res w *. 

La formule (13) devient maintenant 


\ o* == 27 ( Res w*. (14) 
ôh ñ 


_ On s’assure que l'opérateur Res réalise un homomorphisme des 
groupes de cohomologie correspondants : 


Res: H° (MXP)—+ H°-1 (P). (15) 


Décrivons dans les grandes lignes le cas de singularités polaires 
d'ordre supérieur au premier. Soit donnée sur une variété complexe 
M à n dimensions une variété P décrite localement comme l’ensemble 
des zéros d’une fonction holomorphe telle que V1 = 0. On dira 
qu’une C(MNP)-forme « présente une singularité polaire d'ordre 
qg sur P si le produit ÿ’w est prolongeable en une C”-forme sur M 
et Yo ne l’est pas pour q << q. 

Enonçons sans le prouver un théorème qui ramène le calcul des 
intégrales de formes fermées présentant sur P une singularité polaire 
d'ordre supérieur au premier à un cas déjà étudié (cf. ouvrage cité 
à la page 315). 

Pour toute C°(MNXP)-forme fermée w présentant une singularité 
polaire sur P il existe une forme w, qui lui est cohomologue et qui pré- 
sente une singularité du premier ordre sur P. 

La classe de cohomologie de H°-1 (P) qui contient res w,, i.e. la 
classe Res w,, s'appelle classe résidu de la forme « ; elle n’est définie 
que par la classe de cohomologie de H° (MX P) qui contient «. 

Dans le plan le passage de la forme « — fdz à la forme 
C_q : 


©)= f, dz se traduit par le changement de POSE A 
+ par fo = er qui en a présente un pôle simple et le 


même résidu que f. Signalons que si dans le cas multidimensionnel wo 
est holomorphe, la forme w, ne l’est pas nécessairement et, d’une 


21—0818 
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façon générale, la classe résidu Res w de la forme holomorphe © peut 
ne pas contenir de formes holomorphes *). Ceciexplique au demeurant 
la nécessité d'envisager dans la théorie de Leray non seulement des 


formes holomorphes, mais aussi des C°°-formes. 

Un cas important aussi en pratique est celui où la forme w présente 
plusieurs variétés polaires P,, ..., P,, d'ordre respectif q, .. 
. + + {m- On admet que les P, sont génériques, i.e. en tous les points 
de leurs intersections les matrices formées avec les dérivées par rap- 
port aux coordonnées Jocales des fonctions définissant ces variétés 
possèdent un rang maximal. Posons P?—(P, (1. 1 P;)X(P;#ÙU.. 
PR OT ee de pr = P, : S 
P°— MX(P, U...U Ph) et considérons une suite d'homomorphi- 
smes 6; associant aux cycles © appartenant aux classes de AH (Pi) 
des cycles ô?o RDS aux classes de H( (Pi-1): 


6.:H0 (P") 2 HO (PM) +... HO(P:) HO (PY. (16) 


Les cycles &o se décomposent en ensembles homéomorphes à des 
cercles contournant Pi et appartenant à Pi-1, Comme plus haut, 
la suite duale de (16) est une suite d’homomorphismes de groupes 
d’homologie qui définit la classe résidu complexe : 


Res®:H (P9)-> H (P1)—+...—>H(P"-1)—+ H(P"). (17) 


Üne application successive de la formule (14) nous conduit à la 
proposition suivante: 

Pour tout cycle o à s— m dimensions d’une classe d'homologie 
REHO (P®) et toute C”-forme fermée w de degré s de la classe de 
cohomologie o* € H® (P9), on a La formule du résidu 


\ oŸ= (2xi)" ( Res” w*. (18) 
h 


ô,,h 


Signalons en conclusion que si la forme w s’annule sur une variété 
complexe à z — 1 dimensions VE M, les intégrales de « et de res w 
étendues à © ff} V et ôo NN disparaissent. Ceci permet d'envisager 
à la place des groupes d’homologie et de cohomologie desgroupes d’ho- 
mologie et de cohomologie relatives. Désignons par C, (M) et C,(N) 
les groupes de chaînes à s dimensions sur ces variétés (comme toujours 
à coefficients entiers). On dira qu’une chaîne © € C (M est un 
cycle par rapport à N sison bord 00€ N (en particulier, est nul). 
Le groupe C, (N) est un sous-groupe de C, (M) ; le groupe quotient 


C;, (M, N) = C, (M)IC, (N) 
*) De la remarque suivant le théorème 1 il découle que cette situation ne 


peut se présenter que pour des formes présentant une singularité polaire d'ordre 
supérieur au premier. 
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sera appelé groupe des chaïnes relatives. On dit qu’une chaîne 
0°€ C, (M) est un bord relatif s’il existe une chaîne o°*! € C, +1 (M) 
telle que o° — d0‘*'E C, (N). Les bords relatifs forment un sous- 
groupe B. (M, N) du groupe Z, (M, N) des cycles relatifs ; le groupe 


quotient 
H, (M, N) =2, (M, N)/B, (M, N) 


s’appelle groupe d'homologie relative. 

La construction ci-dessus peut être précisée si la forme w présente 
une singularité du premier ordre sur P et s'annule sur N (ces variétés 
sont supposées génériques). Plus exactement, aux propriétés 1 à 3 de 
l'opérateur de cobord de Leray on peut ajouter la propriété: 

4. Si z€P NN, alors ô2c N. 

Cetopérateur transformera alorschaquecyclerelatifo€Z,_(P,N)*) 
en un cycle relatif Ô0 € Z, (MXP, N). Il est aisé de s’assu- 
rer qu'il réalise un homomorphisme des groupes correspondants de 
cohomologie relative: 


6:H,1(P, N)—H. (MXEP, N). (19) 


La formule du résidu (13) est valable pour les classes de cohomolo- 
gie relative k € H,_, (P, N),et 6h EH, (M\EP, N). 

Des exemples d’application de la méthode de Leray aucalcul d’in- 
tégrales possédant une grande importance en physique théorique 
sont accessibles dans l’ouvrage de R. Hwa, V. Teplitz. Homology and 
Feynman integrals. New York, 1966. 


959. Résidu logarithmique. Au n° 19 nous avons introduit dans C” 
la forme de Poincaré 


= de in [212 À (dde In 1:/°)"-1, (4) 


dont l'intégrale le long de tout cycle réel y C'X {0} à 2n — 1 di- 
mensions nous donne l’indice de ce cycle **). Un calcul direct nous 
montre que cette forme 


in f<  — 
= rai {D (— 1)" 12, dzfv] À dz+ 
Ve 


nr 
+ > (— 1)" 12, dzfv] A ee) . 
v=1 

, *) Par Z (P, N) on comprend Z (P, P NN); idem dans les formules sui- 
vantes. 

_. **) La forme (1) diffère de la forme o, du n° 19 du facteur (—1)" qui est 
lié au fait qu'on admet ici que l'orientation positive est celle qui est induite par 
la forme dz, À ... A dz, À dz À ... A dsn, et non par dz, À dz, À ... 
... A dz, À dz, comme au n° 19. 


2i* 
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i.e. est égale à la partie réelle de la forme de Martinelli — Bochner: 
Op = + (om + ous). (2) 


Le cycle y est homologue à un multiple entier du bord du polydis- 
que U® = {|| z [| L'1}, soit y — kOUT. L'indice de y par rapport 
au point z — 0 est alors 


dy (v) = \ WMB = À (3) 
ROU" 


(on peut omettre le symbole Re, car l'intégrale est réelle). On obtien- 
drait le même résultat en remplaçant le bord du polydisque par son 
squelette T, et la (22 — 1)-forme ows par la 2-forme holomorphe 


2 1 dz .…. d ñn 
ko (0) = ds + (4) 


où AT est un multiple entier du squelette l de LU". Cette formule est 
identique à celle de l’indice d’un chemin fermé par rapport au point 
z = 0 dans le plan. 

Le problème suivant nous amène à généraliser le résidu logarith- 
mique au cas multidimensionnel. Etant donné une application 
holomorphe f d’un domaine D € C" dans C” dont le jacobien J, (2) 
Æ 0 et GE D un domaine de frontière de Jordan 4G = S différen- 
tiable, ne contenant pas de zéros de f, on demande de déterminer (le 
nombre total de zéros de f contenu dans G, compte tenu de 
leur ordre (on remarquera qu’en vertu du théorème de finitude des 
ensembles analytiques compacts — le théorème 7 du n° 24 — Ja 
condition f = 0 sur 4G implique que l'application f possède un nom- 
bre fini de zéros dans le domaine 

Ce problème se résout exactement comme dans le plan. Calculons 
l'indice du cycle S, = f (S) par rapport au point w = 0; en vertu 
de la formule (3) et du théorème de changement des variables dans 
une intégrale cet indice est égal à 


NE | D (09-18 af I A di. 6) 
S | vi 


__ La forme située sous le signe d'intégration (5) étant régulière 


et fermée dans GX ff (z) = 0}, la formule de Stokes nous permet de 
remplacer le cycle d'intégration S par la frontière de l’ensemble de 


Weil I, = {2€ G:|f, (2) | Le, v =1,...,n} pour e > 0 assez 
petit (cf. n° 30). Si de plus on passe à une intégration le long du 
squelette à z dimensions V, = {|f, (z) | = €, v —1, ..., nr} de 


l’ensemble II, comme on passe de la formule (3) à la formule (4), 


$ 18] RESIDUS MULTIDIMENSIONNELS 325 


on obtient 


1 dfr À -.. À dfn . 
Ve (2ri)" fh-..fn ° (6) 


€ 


Pour e& assez petit l’ensemble II, est composé d’un nombre fini de 
composantes connexes contenant chacune un zéro de l’application f 
et un seul. Il est naturel d'appeler l'intégrale (5) le long de la frontiè- 
re d’une telle composante ou bien l'intégrale (6) le long du squelette 
de cette composante ordre du zéro de f appartenant à cette compo- 
sante. On obtient alors l'analogue #7-dimensionnel du principe de 


l’argument. 


Théorème 1. Si f : D—+ C" (DE C") est une application holomor- 
phe, J, (2) #0, et GE D est un domaine à frontière de Jordan 
différentiable et ne contenant aucun zéro de f, alors l'indice de S, 
= f (S) par rapport au point w —= 0 est égal au nombre total de zéro 
de f contenus dans G, compte tenu de leur ordre. 


Exemple 1. L’ Rpcetion W = 2 — 32 w, — 22,2, dont le jaco- 
bien est égal à 4 (z° + z?) présente un zéro au point (0, 0) dans la 
boule B = {|z P4 1) de C?. D'après la formule (6) l’ordre de ce 
zéro est égal à 


_ ( mA de 2 [ HD du A ds 


7 Qi) ‘is 7 (Zi) (29 — 25) 2122 


? 


où Fest le squelette du domaine de Weil {| 2° — 25 | << 1,2 | 2,2, | 
<< 1}. La métode de Martinelli nous permet de prouver que l’ordre N 
cherché est égal à 4. 


% 1. Soit f:U — C" une application holomorphe d’un voisinage 
d'un point a€ C”. Montrer que si f (a) = 0 et J, (a) 0, alors f 
présente en a un zéro simple. 

2. Soient P, des polynômes homogènes de z de degrés d,> 1 
= t;:::; n) et Soon D que le point z = 0 est un zéro isolé 
ra l’ ‘application à . +. Ph). Montrer que l’ordre de ce 

d=. Fr. tous les cônes C, = {P, (z) = 0} 
peut au seul ui z = 0; l’ensemble de ces cônes est Re 
à celui des plans de coordonnées pris d, fois. Reste à se servir de la 
formule (6).]% 


De même que pour r = Â, le principe de l'argument entraîne le 


Théorème 2 (Rouché). Soient donnés un domaine borné D & C”" 


de frontière de Jordan S et deux applications holomorphes f, g : D — C". 
Sien tout point z de Sona 


| fv (2) 1> 1 8v (2) | (7) 
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pour l'une au moins des coordonnées, alors l'application f + g présente 
dans D autant de zéros (compte tenu de leur ordre) que f dans D. 


> Remarquons tout d'abord qu'en vertu de (7) et de l’inégalité 


fr (2) + 8, G) 12 l'fv (0) | — 1 8 () | 


les applications f et f + g ne présentent pas de zéros sur $S et par 
conséquent leur nombre de zéros contenus dans D est fini (théorème 7 
du n° 24). L'application f, = f + tg, t € (0, 1], ne possède pas non 
plus de zéros sur S, car pour toute coordonnée on a 


A+ IZzIiInhI- tag > 0. 


Pour tout t € [0, 1] le nombre AN, de zéros de f, dans le domaine D est 
défini par la formule (5) et par suite dépend continüment de t. Comme 
c'est une fonction à valeurs entières, W;,=— const, i.e. f, = f et 
f1 = f + g présentent le même nombre de zéros dans D. 4 


Il est clair que si sur Sona{|f [| > || g || pour la métrique eucli- 
dienne ou polycirculaire, la condition (7) est visiblement réalisée. 

On remarquera que pour r >> 1 l’ordre d’un zéro de l'applica- 
tion f = (f,,...,f,) ne s'exprime pas d’une façon générale en fonc- 
tion de l’ordre des termes inférieurs des développements tayloriens 
de f, en ce zéro. Ainsi l'application w, — z°, w, —= z; présente en 
z — 0 un zéro dont l’ordre est égal à 6, i.e. au produit des ordres des 
termes inférieurs. Mais pour l'application W = 21, We = 7 +2, 
qui diffère de la précédente d'une application linéaire régulière et 
qui par conséquent présente en z — 0 un zéro d'ordre 6, le produit 
des ordres des termes inférieurs est égal à 4. On tranche cette question 
à l’aide du théorème de ‘Rouché. 


F' Théorème 3. Supposons qu’une application holomorphe f :U — C”, 
où U est un voisinage d'un point a € C”, présente un zéro isolé en a. 
Si l'application P = (P,,..., P,) réalisée par les termes inférieurs 
non nuls des développements de f, en polynômes homogènes de z présente 
aussi un zéro isolé en a, alors l'ordre du zéro de fen a est égal à 
d = d,,...,d,,oùd, = deg P,. 


>_ Sans perdre en généralitéon prendra p = 0 et on admettra aussi 


que À = {|z|< 1} U et que le seul zéro de f dans B est le point 
z—0. Posonsf, = P,+£,, où g, estla somme d’une série de polynômes 
homogènes de degré d,. Par hypothèse le seul zéro de P est z = 0, 
donc il existe une constante m >> 0 telle qu’en chaque point z de la 
sphère S, — {| z | — 1} le plus grand des modules | P, (2) | m. La 
somme des modules des termes de la série de g, est inférieure à à une 
constante M -< © pour tout ZE S, et tout v = 1, n. 
Fixons un point : € S, et dirons par Vo = V (2) l'indice de la 
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coordonnée pour laquelle est réalisé max | P,(z) |. Pour tout 
v 


r E [0, 4] on aura alors 
LP, (ra) > rem, Jen (ra) VTT, 


et par conséquent si r << ro = Mm/M, on aura | P,, (2) | > | gs, (2) | 
en tout point de la sphère S, = {]z | — r}. D'après le théorème de 
Rouché les applications f = P + get P présentent en z = 0 un zéro 
du même ordre, or cet ordre est égal à d,,...d, en vertu de l'exercice 
de la page 325. 4 


A. Tsikh et A. Youjakov ont prouvé récem ment que pour que la 
multiplicité d’un zéro isolé de f soit confondue avec le produit des 
degrés d, il était nécessaire que ce zéro soit aussi un zéro isolé de 
l'application P formée avec les puissances inférieures ; dans le cas 
général la multiplicité d’un zéro de f est supérieure au produit des d,. 

Comme autre exemple d’application du théorème de Rouché 
considérons le problème d’inversion locale des applications holomor- 
phes (cf. n° 35, tome 1): 

étant donnée une application holomorphe f d'un voisinage U de 
a € C” dans C” telle que f (a) = b,on demande de trouver l'application 
inverse de f dans un voisinage V de b. 

Si le jacobien J'; (a) + 0, l'application f est biholomorphe dans 
un voisinage de a et ce problème admet une solution g—=/f"' holomor- 
phe en b (cf. n° 9). Si J',; (a) = 0, on exige accessoirement la réalisa- 
tion d’une condition dite condition d'Osgood: a est un point isolé 
de l’ensemble des images réciproques du point b = f (a). Si cette 
condition n’est pas remplie, f-! (b) est un ensemble analytique de 
dimension > (0. 


Exemple 2. Au point z = 0 la condition d'Osgood est réalisée 
pour l’application f:(2, z2)—> (2? — 2%, 2z:z.) et ne l'est pas pour 
L:(21, Ze)—+ (21, 2122), Car g”! (0) est la droite complexe {z, = 0}. 


Théorème 4. Si une application holomorphe jf :U — C" remplit la 
condition d'Osgood en un point a € V’, elle est propre dans un voisinage 
de ce point. 


> Par hypothèse il existe une boule G = {[z2—a|<r} EU 
telle que f (2) b pour 2€ GX {a\ et par suite 
min [f(2—b1=p>0. Soit B={|w—b|<p}; 
l'ensemble analytique {z € G:f (2) = w°}, où w° est un point arbi- 
traire de B, ne possédant aucun point au voisinage de 0G est fini d'ap- 
rès le théorème 7, i.e. l'application f (z) — w° possède des zéros isolés 
dans G. L'application f (z) — b présente un seul zéro (le point a) 
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dans G, et comme 
f(z)— uw = (f (2) — b) + (b — w°), 


| f (z) — db |> p sur 0G et | b — uw° |  p, le théorème de Rouché 
nous dit que f (z) — w° possède pour la métriqueeuclidienne autant de 
zéros dans G que jf (z) — b, i.e. au moins un (on tient compte du fait 
que a peut être multiple). Nous avons prouvé que BE f (G). 

Désignons par G, la composante connexe de l’ensemble f-! (B) 
qui contient le point a. Tout point w € B possède dans G, un nombre 
fini d'images réciproqueset pour tout À € B on a fr! (X) € G,. Ce 
qui exprime que l’application f: G,— B est propre. 


Corollaire. Si D est un domaine de C”' et f:D — C" une application 
holomorphe satisfaisant à la condition d'Osgood en chaque point a de D, 
alors f (D) est aussi un domaine. 

Le théorème 4 met en lumière l’aspect qualitatif de l’inversion 
locale aux points en lesquels le jacobien de l’application est nul 
mais la condition d'Osgood est satisfaite: au voisinage de l’image 
d'un tel point l’application réciproque se conduit environ de la même 
façon qu’une fonction analytique d’une variable au voisinage d’un 
point de branchement. Pour une étude plus détaillée nous aurons 
besoin du 


Théorème (ttemmert). L'image d'un ensemble analytique dans un do- 
maine D € C" par une application propre holomorphe f:D — G est 
un ensemble analytique dans le domaine G. 

Ce théorème généralise la proposition évidente de conservation 
des ensembles analytiques par des applications biholomorphes. Nous 
glisserons sur la démonstration *). 

Soit f une application holomorphe satisfaisant à la condition 
d’'Osgood en un point a € C”" et telle que J'; (a) —0. D’après le théo- 
rème 4 il existe un voisinage Ü de a tel que f:Ù — V est une appli- 
cation propre. Désignons par £ = {2€ U:J,(z) = 0} l’ensemble des 
points critiques de f (par hypothèse, Æ n'est pas vide). Le théorème 
de Remmert nous dit que son image E, = f (E°) est un ensemble 
analytique dans V, donc elle ne sépare pas V. Par conséquent, tout 
point wE VE, admet le même nombre d'images réciproques 
jf"! (w) dans le domaine Ü (ce nombre est une fonction à valeurs en- 
tières continue dans VXE,); désignons-le par k. 


*) Signalons que le théorème est mis en défaut pour les applications impro- 
pres : l'ensemble 4 2kxi + æ} , où k sont des entiers, est analytique dans la 


bande {—1 < Re < 1} C (en vertu du théorème de Weierstrass du n° 46 
il existe une fonction entière le déterminant), et son image par l'application 
holomorphe : —+ e2 n’est pas analytique, car elle admet un point d'accumulation 
à l'intérieur du domaine. 
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Fixons un point w° € VE, et soient z? (w°) ses images récipro- 
ques dans U (j = 4, ..., k). Quitte à effectuer une transformation 
linéaire de l’espace C” (z),0on peut admettre que les n-ièmes coordon- 
nées des points zÀ (w°) sont distinctes. Ceci vaut également pour les 
n-ièmes coordonnées z2 (w) des images réciproques des points w 
assez proches de w°. Posons 


k 
P (zh, w) = Il (21 — 2} (w)) = za + (w) 2. ne. de (w). (8) 


j=i 


Les fonctions z? (w) définies initialement dans un voisinage du 
point w° se prolongent holomorphiquement le long de tout chemin 
dans VE, d’après le théorème des fonctions implicites. On remar- 
quera que si le prolongement a lieu le long de certains chemins 
fermés de VXE,, la valeur finale de z2 (w) peut ne pas être confon- 
due avec la valeur initiale et se transformer en la r-ième coordonnée 
d'une autre image réciproque f-? (w). Mais les coefficients c, (w) 
du polynôme (8) qui s'expriment par des fonctions symétriques de 
ses racines 22 (w) ne changent pas par prolongement le long de ces 
chemins, i.e. sont des fonctions univalentes (et holomorphes) dans 
VE, *). Ces fonctions sont visiblement bornées et comme FE, 
est un ensemble analytique, le théorème 3 du n° 32 nous dit qu'elles 
se prolongent holomorphiquement dans le domaine Y. 

Donc la n-ième coordonnée z, = g, (w) de l'application récipro- 
que g = f-! dans le domaine V est une fonction analytique k-valente 
d'ensemble de branchement E, — f (E). Pour trouver les autres 
coordonnées de g, considérons les polynômes de z, de degré < k — 1 
définis dans VE, par les formule: 


k 


k 
Pv (En: w)= À 4 (w) Il (2n — Zn (w)), 


J=1 U=1 
AJ 


V—= À, .. n— À, 


(9) 


où z2 (w) désignent les v-ièmes coordonnées de z° (w). Les coefficients 
de ces polynômes se prolongent aussi holomorphiquement dans le 
domaine V. On voit sur (8) et (9) que 


h 
(0) unes con 24 (0) TL (eh 0 — 28 (0) = p, (8 (), 2) 
U= 
A j 


*) Cf. démonstration du théorème préparatoire de Weierstrass à la page 142. 
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dont les v-ièmes coordonnées de g, i.e. z} (w) = g, (w) s'expriment 
en fonction de 27, (w) = g? (w) par les formules 


go (u) = —B En D , v=d,..,n—14. (10) 


OZn P (zn, w) Zn n(v) 


On a ainsi prouvé le 


Théorème 5 (Osgood). Soit f:U— C" une application holomorphe 
d'un voisinage d'un point a € C”. Supposons que J, (a) = 0 et que 
a est un point isolé de l'ensemble des images réciproques du point 
b= f (a). Alors (quitte à effectuer une transformation linéaire de U) 
l'application réciproque g = f"! peut être obtenue au voisinage de 
b de la manière suivante : sa n-ième coordonnée z, = g, (w) se détermine 
à partir de l'équation 

P (z,, w) = 0, (11) 


où P est un polynôme (8) à coefficients holomorphes en b, et est une 
fonction analytique k-valente au voisinage de b ; quant aux autres coordon- 
nées, elles s'expriment univoquement en fonction de g, (w) et w par les 
formules (10). 


Exemple 3. Le jacobien de l'application 
W=2 — 2, w,—=22,2:, (12) 
qui est égal à J,(z) — 4 (7° + z?) s’annule sur les droites complexes 
— {:,——+iz,}. L'élimination de z, nous conduit à l'équation 
bicarrée P (z,, w) —2$ + oi — — 0. L'application inverse 
de (12) est 


Que 9 a ————— 
= + Vu + wi + un. = 2V Vuru-w 


de sorte que les fonctions z, (w) sont quadrivalentes et leurs déter- 
minations, holomorphes à l'extérieur de l'ensemble E, = {w, — 
= + iw,}. Cet ensemble est l’image de Æ et se compose de deux 
droites complexes dont chaque point définit deux valeurs de g, et 
le point d'intersection, quatre valeurs de g.. 


Lorsque la condition d’Osgood n'est pas remplie, i.e. a est un 
point d’accumulation de l’ensemble des f-? (b), mais J, (a) 0, il 
existe un ensemble analytique de dimension complexe r, 1<r< 
< n — 1, contenant le point a dont l’image par f est le point b. Dans 
ce cas le point b est généralement un point singulier pour au moins 
une composante g. de l’application inverse g. 


Exemple 4. Considérons l'application 
Wi—Zeîgs Wa=Zi2g Wa —2Zi2e (15) 
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dont le jacobien J —2z,z,z; s'annule sur trois plans {z, —0}, 
u —1, 2,3, de dimension complexe 2. L'image réciproque du point 
æ —0 est l’ensemble des trois droites complexes {2,—z,;—0}, 
{2= 33 =0} et {z.=z,—0}. L'application inverse de (13) 


a=Vuuu, 2=Vuwiu,, 2=Vuulus 


possède des déterminations holomorphes à l'extérieur des plans 
{w,=—=0}, u = 1, 2, 3; le point w—0 est un point singulier pour 
Jes trois composantes g,. 


Exercices 


1. Si une fonction f — P/Q, où P et Q sont des polynômes premiers 
entre eux. est holomorphe dans un domaine DE C". alors Q 0 
dans D. 

2. Si une fonction f est holomorphe dans le bidisque {|z | << 1, 
[u | 1} et n'est pas prolongeable holomorphiquement à un point 
(zo. ei%), où |zo | <'1, elle ne l’est pas non plus aux points 
(z. ef%0), où |z | 1. 

3. Vérifier que la fonction z%/(1—w*) qui est holomorphe dans 
la boule B—{|z + |[w |* <'1}, continue dans B et nulle sur 
la droite z — 0, se représente sous la forme zp (z, w) où est une 
fonction holomorphe dans B et continue dans B. 

4. Soit D = {3/4 < |z | < 5/4, 3/4 < |w | << 5/4} un domaine 
dans C; l'ensemble M—{(z, w) E D':w = z +1} est constitué 
de deux composantes: M,={(z, w) EM: Im z — Im w>0}et 
M:=—MNXM, situées à une distance positive l’une de l’autre. 
Montrer que le problème multiplicatif de Cousin: f, — 1 dans 
D\XM,, j:=w —z—1 dans DXM, (les données sont compati- 
bles) n’admet pas de solution. [N o t a : s’il admettait une solution, 
celle-ci serait une fonction holomorphe dans D telle que f 0 dans 
DM, et g=fl (2 —w — 1) 0 dans DM, ; en collationnant 
les accroissements des arguments A; et À; de f sur les cercles {{2|= 1. 
w=-+ 1) et les accroissements respectifs A, et Az de g on trouverait 
que A; — A; -- A; et À, = A;, alors que de toute évidence 
|A; — A4 | = 2n.]l 

5. Montrer que dans le domaine D — C {0} le problème df — 
— (2, dz, —2, d2,)/| z | n’admet pas de solution, bien que la forme du 
second membre soit 9-fermée. [IN ota: on remarquera que dans 
les domaines U, — C*X{z; = 0} les solutions du problème sont 
Z/z, |z [ et —2./z, |z F.] 

6. Soient D un domaine d'holomorphie dans C" et {2€D : :, =0} — 
= M, UM,, où M, et M, sont des ensembles ouverts disjoints du 
plan {:, = 0}; il existe alors une fonction f € © (D) telle que f = 1 
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sur M, et la fonction f/z, est holomorphe dans un voisinage de M.. 


[Nota: se servir de la solubilité du 0-problème.] 

7. Soient X un compact, C (X) l'anneau des fonctions complexes 
continues sur X, G le groupe multiplicatif des fonctions de C (X) 
ne s’annulant en aucun point de X, et Æ le sous-groupe de G composé 
des fonctions de la forme e’, f EC (X). Montrer que 


GIE = H1(X, 2). 


Cette égalitéest valable dans le cas aussi où X est une réunion dénom- 
brable de compacts. [INota: utiliser l'exactitude de la suite 


OZ (+ —+ 0, où € et S sont des faisceaux des germes des 
éléments de C (X) et de Get e, l’application f—+ e2i/.] 

8. Soient X un compact dans C” et f une fonction holomorphe dans 
un voisinage de X. Supposons que HT (K, Zj—0et0£f(K); il 
existe alors une fonction g holomorphe sur X telle que e* = f (le 
logarithme holomorphe de f). 

9. Soient donnés un compact X, une fonction f € C (X) et N, — 
— {zE X:f(x) = 0}. Supposons que HT (XX N,, Z) = 0; alors la 
fonction ft/* existe dans C (X) pour tout entier 4 >> 0. 

10. Soient D un domaine d’holomorphie dans C” et f une forme 
de classe C® (D) telle que df soit holomorphe dans D (i.e. df est une 
(r, 0)-forme à coefficients holomorphes); il existe alors une (r — 1)- 
forme g de classe C® (D) telle que la forme f—+ dg soit holomorphe. 

11. Soient D un domaine de C” tel que FH? (D, ©) = Det p:C"—+ 
—+ C° la projection sur les deux premières coordonnées. Supposons 
que 1° D contient une surface holomorphe qui se projette biunivoque- 
ment sur p (D); 2° pour tout a € p (D) l’ensemble p-? (a) ND est 
connexe et simplement connexe (i.e. tout chemin fermé de cet 
ensemble est homotope à 0); alors p (D) est un domaine d’holomor- 
phie dans C. [Nota : cf. théorème 3 du n° 48.] 

12. (G. Henkine.) Montrer que dans un bidisque U& C* la solution 


du problème 6f = w, où la forme w = a,dz, + a,dz, est telle que 
00 = 0, est donnée par la formule 


IG —:1? 


an?f (2)= — \ Qi tm) GE À dg+ 
U 


Ca—2)1Q—213 Ci —2 —2|° 
en (Qa—22)16—5 (Qi —21) IG — 21 


13. Soient D un domaine d’holomorphie dans C” et f, € © (D). 
v = 1, ..., NV, des fonctions ne présentant pas de zéros communs 


dans D; ïil existe alors des fonctions g, € © (D) telles que 
jh +-.. Tiges =. 
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14. Soit S — {z E CS:Rezs = |z, | — |z: |*}; montrer que 
toute fonction différentiable sur S et satisfaisant aux conditions de 
Cauchy — Riemann tangentielles se prolonge en une fonction 
entière. 

15. Soit f une fonction de degré d'homogénéité —4 par rapport 
à w, présentant un pôle simple dans la partie affine de toute droite 
projective LE D... Montrer que la solution des équations de Maxwell 
associée à f par la méthode de Penrose est isotrope (cf. n° 52). 

16. Construire par la méthode de Penrose un exemple de solution 
transcendante des équations de Maxwell ne présentant pas de singu- 
larités dans l’espace réel de Minkowski. 

17. (A. Youjakov.) Montrer que pour tout cycle o& ne rencontrant 
pas l'ensemble des singularités de l'intégrant on a 


\ er E dz dw=—0, 
[ef 

où f est une fonction entière dans C°?, k et / des entiers strictement 

positifs premiers entre eux, a et b des nombres de C. 

18. Soient D un domaine de C”,nr >1,et K< D un compact ne 
séparant pas D. Montrer que toute application biholomorphe 
f:D K— C'se prolonge en une application biholomorphe à 2. 

19. Soient U un ensemble ouvert dans C”" et f:U—C" une 
application holomorphe. Si a € U est un point isolé de l’ensemble 
des images réciproques b = f (a), alors m>n, l'inégalité m>n 
étant réalisée si et seulement s’il existe une fonction g =£ 0 holomor- 
phe en b et telle que g of = 0 dans un voisinage de a. 

20. Soient U un ensemble ouvert de C" et f:U-—+> C” une appli- 
cation holomorphe. Si un point a € U est un point isolé de l’ensemble 
des images réciproques f (a) et l’ensemble f (U) est ouvert dans C”, 
alors m =n. 

21. Démontrer le théorème de Bésout suivant: si un système 
d'équations P, (w) == 0, v = 1,..., n, où P, sont des polynômes 
homogènes des coordonnées homogènes w —(w,, . . ., w,), ne possè- 
de que des racines isolées dans P”, le nombre de ces racines (comp- 
te tenu de leurs multiplicités) est égal au produit des degrés de P.. 


CHAPITRE V 


QUELQUES QUESTIONS DE THÉORIE GÉOMÉTRIQUE 


Dans ce dernier chapitre on se propose en plus des concepts clas- 
siques (tels les métriques de Bergman et Carathéodory) d'envisager 
une série de nouveaux problèmes qui n’ont pas encore été résolus. 
Le choix des sujets abordés est purement subjectif. 
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Une méthode générale de théorie géométrique des fonctions 
consiste à utiliser des métriques invariantes par des applications 
biholomorphes. On décrira ici trois telles métriques. La première 
a été proposée par S. Bergman en 1933. 


56. Métriquel de Bergman. Considérons dans un domaine D € C“ 
l'espace hilbertien des fonctions holomorphes 


LE (D)= {p€0 (Dyllellb= | 11? av < c} (1) 
D 
muni du produit scalaire 
(e. = | par (2) 
D 


(dV est le volume élémentaire). Nous n’envisagerons que des domai- 
nes pour lesquels cet espace n’est pas trivial; ces domaines seront 
dits de type borné (les domaines bornés sont de type borné, l’espace 
C” ne l’est pas). 

Fixons un point & € D et cherchons le minimum de la norme 
Il Il) sur la classe E — {p € Li (D): (5) — 1}. Pour prouver 
que ce problème admet une solution nous aurons besoin du 


Lemme 1. Si un polydisque U”" (2°, r) € D, pour toute fonction 
p € L& (D) on a 


1 
IPN < = llPllun - (3) 
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> Sans perdre en généralité on peut admettre que =°—0. Si 


o h 
P(z)= SN Cac 
1R|—0 


dans U”", em posant z,—=pe"v, on aura 


Hpliin — ( ÿ Crciz*z! dy — 


| ds R, { 
n 27 r 
a i(h.— { L 
— ÿ, ChCi Il \ e'{ v 1,) v dé, ( pivtivti dp, = 
R, 1! v=1 0 0 


AR y+1) 
— 2 n - 
“A [Ca | (2x) Il D(kyL1) * 
v= 


cette série étant à termes positifs, on a ||@ [fn |co Fn"r*" — 
= [p(0) Fr'r. < 
Théorème 1. Le problème d'extrémum posé admet une solution et 
une seule. 
D a) Existence. Soient A — inf || |F et p,€ La (D) une 
E 


suite minimisante, i.e. ||  , |F—- À. On en déduit d’après le lemme 1 
que {p,} est localement uniformément bornée et d'après le théorème 
de Montel (cf. n° 39, tome 1; la démonstration se généralise sans 
peine aux fonctions de plusieurs variables) on peut extraire une 
suite {p,,} convergeant vers une fonction po € L# (D) uniformé- 


ment sur des sous-ensembles compacts de D. Pour tout GE Don a 
leollé = Him [qu lé < Lu Pub = À, 
et comme @ € E, il vient || po [D —AÀ. 
b) Unicité. Supposons qu’en plus de œo il existe encore une 
fonction #,€ £ telle que [[b,|l — 4. Alors TV EE et par suite 
He < 


VA< | Tor Ve | . L’inégalité triangulaire nous donne 


< VA, donc | Fo 


pour Yÿr—=Àp, Où À est une constante. En faisant z=£, on trou- 
ve que À—1, donc Ÿ,-=m,. 4 


La solution du problème d’extrémum sert à définir la fonction 
noyau du domaine D: 


_ D D 
HG = & 


=V2, cette égalité n’étant possible que 
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Considérons maintenant dans le domaine D un système orthonor- 
mal complet de fonctions q, € LôD), u =1, 2, ... Un système 


est orthonormal si (p,, p.) = ô4,, où 6,, est le symbole de Kro- 
necker, et complet si toute fonction f € L£ (D) se représente par 


une série 


= À auqu (2), (5) 


u=1 


où a, = (f, 1), qui converge en moyenne vers f, i.e. pour la nor- 
me (2). Signalons que dans le cas envisagé la serie (5) converge uni- 
formément dans chaque G & D en vertu du lemme 1. Rappelons 
encore que la condition de complétude d’un système orthonormé est 
exprimée par l'égalité de Parseval 


D leul2= 11/12, (6) 
Us 1 


où ah — (, Pu): } | : : 
Par un procédé classique en analyse on démontre qu il existe des 
systèmes orthonormés complets de L£, (D) dans chaque domaine 


D C” de type borné. 
Lemme 2. La série >) | p,(2#)l?, où œ, ELY(D) est un 
Dai 
système orthonormé, converge en tout point = € D. 


> Soient U (2°, r) € D et m un entier naturel; l’orthonormalité 
et l'inégalité (3) nous donnent 


D loto) = (| 5 eu G qua) dv > 
yu=Î D p=i 
m 2 m 2 
> \ » Qu (2°) Pu (2) av >| > I (IE) 
U | Hi u=i 


(nous avons appliqué (3) à la fonction 2 Pu (2°) Pu (z) € LO (D). 
U= 
Reste à simplifier par >, [æ,(z)l? et à faire tendre m vers 
u=1 
l'infini. 
Théorème 2. Dans tout système {p,} orthonormal complet dans un 
domaine D, la fonction noyau se représente par la série 


ko(e, D= À qu () PC) U 
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> Posons q,(i)= 1 et ŸS Jqÿl? = © (la série converge en 


Li 
vertu du lemme 2). Considérons une fonction arbitraire œ(:) — 


= Ÿ, a,p, (2) EE (cf. page 336) et posons a, — _ (qu + vu); la con- 
Us 1 


dition 2,5 uPu = 1 entraîne > YuPu =0. D'après ce qui précède 
n=1 
l'égalité de Dane (6) nous donne 


lolb= Le (o+3 LA ) > +; 


U=s=1 


la valeur minimale de ||g]lh qui est égale à 1/0 est atteinte si 
tous les y, =0, i.e. 


pots DD mOmE), <+=llqol®. 
mi 


En portant ceci dans (4), on obtient (7). << 


Corollaire. La fonction noyau k (z, &) est: 


a) holomorphe par rapport à la première coordonnée etantiholomorphe 
par rapport à la deuxième; 


b) antisymétrique : k (6, z) = k(z, &); 
c) génératrice, i.e. pour toute fonction @ € Li (D) on a en tout 
point z2CD 


pU)= | pOE(G, D dv. (8) 

D 
D Les propriétés a) et b) découlent de (7). Pour prouver c) on 
remarquera qu'en vertu de l'inégalité de Cauchy — Bouniakovski 


E Jap, IS Va VE I, f° la série (5) converge absolument et 
uniformément sur des sous-ensembles compacts de D, donc en tenant 
compte aussi de l’orthonormalité de ce système, on obtient 


pOE(: ©) dV= > anFv (2) \ Pu (©) Fv (0) dv = 


D U, Va i D 


— ÿ» duPu (2) — ® (2). 4 


h=1 


La formule (7) nous permet de calculer les fonctions noyaux de 
domaines élémentaires. 


22—0848 
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Exemples. 

1. Le polydisque U = {z € C":||z || << 1}. Pour système ortho- 
normé complet on peut par exemple prendre le système des monô- 
mes normés @x (z) = Anz*, Où k = (k,,..., k,), k, =>0, et choisir 
les coefficients À, > 0 à partir de la condition 


(x; gx) = A4 | z*z* dV = 1. 
d 
En rapportant chaque plan z, aux coordonnées polaires 
z, = pe, on déduit de cette condition 


ñn | n 
n° 2h. +1 __ = 
(2x)" AË Il pv+t dp,= n'ai Il Er = 


ou 
= I] @,+4). 
vi 


La complétude du système w, résulte du fait que toute série suivant q4 
est une série de Taylor et toute fonction f € © (U) se représente 
par une série de Taylor. L'orthogonalité est évidente. 

La formule (7) nous donne par conséquent 


kG, D= D MEET D II G+1)(28)"v. 


IRI20 1R1Z0 v=i 


En posant z.,l,—=1z,, on remarque que 


n 
k 0 g ki+1 k +1 

IT (A+ f)rs=z ee (ai se T7 )=-— 

v=i 
et puisque |x |<< 1, on peut changer l'ordre de dérivation et de 
sommation. On obtient 

1 0 1 1 1 
RG JE Sr Te pe? 


ou, de façon plus détaillée, 
ñn 


ky(z, D=—+ I] 


v=i 


(9) 


(1— 2vbv) 


2. La boule B — {z € C':|z |<<1}. Pour système orthonormé 
complet on prend encore le système de monômes À:z", mais les condi- 


_ (lkl+n)l 


tions de normalisation nous donnent À£ — Re Pour cal- 
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culer l’intégrale étendue à B il faut munir R°" de coordonnées polai- 
res. La formule (7) nous donne 


- { k rvS 
KG, D D, MER xp 


Ik12>0 


< 
=#5 D (+1)... (u+n) D ED. 


U=0 IkI=n 


On remarquera maintenant que la somme intérieure 


n h 
D Gb. Gin = (> :3,) 
IAf=spu v=1 


et que 
(is 1 n 


Di (u+1)...(u+n) TN PS ST ET A 
H=0 


pour tout t tel que Jél<<1. Puisque 4—= D z,û, est <<1 en mo- 
væi 
dule, on obtient 


ka (2, G) = ——"# (10) 
a" (:- », à) 


vai 


Remarque. Sur la formule (9) on voit que la fonction noyau du 
polydisque est le produit des fonctions noyaux des disques {| z,[<< 


< 1} qui sont égales à a . On démontre que d’une façon 
générale la fonction noyau d’un produit de domaines DE C" (2), 
Ga C”' (w), est égale au produit des fonctions noyaux de ces do- 


maines *): 
kp»:c (z, W ; G &) — kp (z, t) kc (w, ©). (11) 


Définition 1. On appelle fonction de Bergman d'un domaine 
DC" la fonction 


Ko) = ke 3= À lou ( (12) 


Dans les domaines de type borné cette fonction est strictement 
positive, car en vertu de (4) c'est l’inverse de la quantité inf || p ||à 


*) Cf. B.Fuks, Chapitres spéciaux de la théorie des fonctions analytiques 
de plusieurs variables complexes. Moscou, Fizmatguiz 1963, p. 91 (en russe). 
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dans la classe des fonctions @ € LE (D) normées par la condition 
p (2) = 1. 
Théorème 3. La forme différentielle 


0?1n K 
dzu 02v 


ddhK=+ » dz, À dé (13) 


U, v=i 
où K = K, (2) est la fonction de Bergman du domaine D, est inva- 
riante par les applications biholomorphes de D 

> Soit f:D—+G—=f(D) une application biholomorphe. Si 


Ÿ, € LO (G) est un système orthonormé dans G, il en est de même 
de p, = Ÿ, °/-J; dans D, où J';est le jacobien de l’application f. 
En effet, puisque le volume élémentaire de l’image dV, = |J; [dV, 
on a 


| quo dV = À uof- nef 17,1 47 = À pp ave = 8. 
D D G 


Le système {p,} est complet en même temps que {ÿ,}, car toute 
fonction ®E€ LÉ (D) peut être représentée sous la forme 


@ =vof-J;, où pE LÜ(G). Le développement 4 — > CRU 
u= 


8 


nous donne alors @ — à a auP,. Donc en vertu du théorème :2 
ei 
= À let; P=Kcef()- JP. 


= | 


KL(z)= È [Pa (z)1° = 


EF 


En prenant le logarithme de cette identité, on trouve 


In Kç(w) =InK, (2) —InJ,(2) —InJ,(2), 
oùw = f (cet il ne reste qu'à tenir compte du fait que 0 In J; — 
= 0inJ; = 0 en vertu de l'holomorphie de J;et dde — — 66. 4 
La forme bilinéaire 


n ñn 
: 9?1n X 
ds®= ÿ _ = ds, dz,= D, £uy dix dzy (14) 
U, v=i Mae h ,v=i 


correspondant à (13) s'appelle forme de Bergman du domaine D. 


Théorème 4. La forme de Bergman de tout domaine borné DE C” 
est hermitienne et définie positive. 
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> L'hermiticité, i.e. les égalités g,, — g,,, résultent directe- 
ment de (14) si l’on tient compte du fait que À > 0. Pour prouver 
la définition positive considérons un point z° € D, menons par ce 
point une droite complexe !: z2—2 + wt, où © EC”, CEC, et 
remarquons qu'en vertu de la règle de dérivation des fonctions com- 
posées nous avons pour la restriction de K cl 


S dtlnK 
> - 1n 


oi Ozu 02y nn 


0? ]n Æol un 
TT ame h° "y: 


TE = 


Par conséquent, il nous faut prouver que le premier membre est 
strictement positif pour tout w € C”, w 0. 
Un calcul direct basé sur la formule (12) nous donne 
0 ]n Xol 
ôù dE 


=0 
= {> que [pul?— D PaPu » PuPa } Ù (15) 


où au second membre pour abréger on a posé @, = Puy (2°), qu = 
= Du o J]=o, Ja Sommation s'effectuant sur up de 1 à oo. 
Traitons O = (p,,...,@p,,...)et D" = (p;,..., pu, . . .) comme 


des points de l’espace hilbertien /? des suites. On peut alors met- 
tre (15) sous la forme 


0? ]1n Xe! 
où (D, D’) est le produit scalaire dans l* et l’accolade est positive 
d’après l'inégalité de Bouniakovski—Schwarz. Elle ne s’annule 


que dans le cas où ® — A0" pour un À E Cet de plus À -£ 0 puisque 
[D À = Æ (2°) 0. Dans ce cas pour toute fonction œ € LE (D) 


on a 


| 9 ’ ? 9 
=rqu (DIF IE, 213, 


Ç Sn à 
p (2°) = à AP = À > auqu= À pol sue 
u= 1 = 1 : 
| n 
En particulier, pour la fonction œ(z) = ÿ w,(z, — 2!) 
=1 


QUES 
qui appartient à L& (D), on a, puisque D est borné, cel — 
= [wo [à et la dernière relation nous donne 0 = À | w À, ce qui est 
impossible pour © 0. 4 


Remarque. Le théorème 4 se généralise aux domaines D € C" non 
bornés pour lesquels LE (D) contient toutes les fonctions linéaires. 
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La définition positive de la forme de Bergman exprime que In K 
est strictement plurisubharmonique (n° 38). La fonction Æ étant de 
ce fait plurisubharmonique, le théorème 4 du n° 39 entraîne le 


Théorème 5. Si un domaine DE C" est tel que sa fonction de 
Bergman K, croit indéfiniment lorsque z— 0D, alors c'est un domai- 
ne d'holomorphie. 


Définition 2. La métrique hermitienne définie dans le domaine 
D C" par la forme fondamentale (14) s'appelle métrique de Berg- 
man. 


D'après le théorème 3 cette métrique est invariante par les appli- 
cations biholomorphes: si b, (z, w) est la distance de points z, w € D 
pour cette métrique et f:D—+ G est une application biholomorphe, 


alors 
bD (z, w) — bG (f (2), f (w)), (16) 
où b,; est la distance pour la métrique de Bergman dans G. 


Exemple 1. Pour le polydisque U = {||z [| << 1} C' la métri- 
que de Bergman est définie ee à la formule (8) par la forme 


dzv dz 
ds? =2 > PT ’ (17) 


et pour la boule B = {|z ” . C” grâce à la formule (10) par 
la forme 


der (n+1) {+ 2 HE) «9 


où |dz|?=— 2 Idz,|2. Pour z —=1 les deux métriques sont confon- 


dues avec celle de Lobatchevski dans le disque unité (cf. n° 11, 
tome 1). 

Signalons la formule de la distance pour la métrique de Berg- 
man de l'origine à unpoint quelconque de la boule unité 


——— t - 

bA(0, 2 =VR+1iIn NE | (19) 

On obtient cette formule en admettant (sans perte en généralité) que 
z = (0, z,) et en intégrant (18) le long d’un segment de droite. 
Signalons enfin la formule de la distance pour la métrique de 
Bergman de l’origine 0 à un point z —(|z, |, ..., |z, |) à coor- 
données positives (ce qui ne nuit pas à la généralité) du polydisque 
unité UC C". On démontre que la géodésique qui relie les points 
0 et z est un chemin y:{0,1]—> U dont la projection sur le plan z, 
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(v = 1,..., n) se déplace à une vitesse constante v, (pour la métri- 
que de Lobatchevski) sur une géodésique de ce plan, i.e. sur un seg- 
ment d'axe x, : 


1+zs(t) ee 1+ 241 
In Das —Vvl v, = In D EEE 
D'où —2% =v, dt et la formule (17) nous donne 
1— 24 (t) 
by (0, z) = 


=)y2 VS dzv u= 4 V In2 2H 
V 2 oo ({— 74 (£))° Æ 2 7 1— 2,1 (20) 


91. FN de Carathéodory. Les domaines bornés de C” ainsi 
que certaines variétés complexes peuvent être munis d'une autre 
métrique invariante par les applications biholomorphes. Cette 
métrique a été introduite par C. Carathéodory en 1927. Pour la 
décrire considérons l’ensemble © (M, U) des applications holomor- 
phes d’une variété complexe M dans le disque unité UE C et con- 
venons de ce qui suit. 


Définition. On appelle distance de Carathéodory entre des points 
P,4€M la quantité 


Cm(P, = sup  Pp((?), p(a)), (1) 
€) (M, U) 

où p est la distance de Lobatchevski dans le disque unité; pour des 
points z, w € U cette distance est égale à 


H—wz| + |1:—w| 
[—uwz| — |2—w| 


p(z, w)=in (2) 


(ci. n° 11, tome 4). 


Théorème 1. La fonction cy est définie, semi-métrique, i.e. est 
positive, satisfait à la condition de symétrie cx (p, q) — cu (q, p) et 


à l'axiome du triangle cu (p, 9) Cu (P, r) + cm (7, q) sur toute 
variété complere M. 


> Mpontrons tout d’abord que la borne supérieure (1) est finie 
pour tous p, q € M. Par définition, il existe une suite q" € © (M. U) 
telle que p (og (p), p" (qg))— cu (p, g), et de plus sans perdre en 
généralité on peut considérer que 4 (g) = O0 pour tout (un auto- 
morphisme du disque envoie @" (g) dans 0). Alors 


1+ 1!" (p)| 


H(p), 0)=l1 
PC GE), Dem re 


(3) 
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Les fonctions q* étant bornées, le théorème de Montel (cf. n° 39, 
tome 1; la démonstration se généralise sans peine aux variétés) 
affirme l'existence d’une suite partielle o"* convergeant uniformé- 
ment vers une fonction @ € © (M, U) sur des sous-ensembles com- 
pacts de M. Si q = const, alors @ = 0, car q# (g) = 0 et l’asser- 
tion est triviale. Si ® const, d’après le principe du maximum il 
existe un point p' € M tel que | (p) 1I< | (p') IS 1. Dans ces 
conditions | (p) | << 1 et sur (3) on voit que cx (p, q) << . Donc 
la fonction c», est définie sur toute variété complexe. 

La positivité et la symétrie de c:, sont évidentes. Pour établir 
l'inégalité triangulaire, considérons la fonction € O©O(M, U), 
limite de la suite partielle ®"*, fonction qui est telle que cy (p, q) = 
— p (p (p), p (q)). Par définition de la métrique de Carathéodory on 
a Cu (P,r)> p (@ (p), q (rhet cu (r, 9) p (p (r), y (g)), et d'après 
l'inégalité triangulaire 

p (p @), p (g)< p (+ Cp), æ (r)) +p (e (r), p (a). < 


Dans le cas général c,,; n’est qu'une semi-métrique, car cr (P, q) 
peut aussi s’annuler pour p # q. C'est notamment le cas si par exem- 
ple M — C" ou C'XN, où W est une variété complexe (ici toute 
application holomorphe q:M — U est constante d'après le théorème 
de Liouville et le théorème d'élimination des singularités des fonc- 
tions holomorphes bornées). Il en ira de même pour toutes les varié- 
tés complexes compactes (en vertu du principe du maximum). 

Pour que la semi-métrique de Carathéodory c;, soit une métri- 
que, i.e. Cx (pP, g) — Ô uniquement pour p = q, il est évident qu'il 
est nécessaire et suffisant que les fonctions holomorphes bornées 
sur M séparent les points de M (i.e. pour deux points quelconques 
distincts p, q € M il existe une fonction @ holomorphe et bornée 
sur M telle que œ (p) -® (q)). 


Exemple 2. Dans la boule B = {|]z |<1}€ C'" la distance 
1+ 71: 
cs (0, 2)=1In (4) 


est confondue à un facteur près avec celle de Bergman (cf. numéro 
précédent). Dans le polydisque U = {|| z || 1} €” la distance 
de Carathéodory 


Cy (0, z) = max In et (5) 
y — |2vl 
(v = 1,...,n) diffère de celle de Bergman. On voit aussi sur cet 
exemple que la métrique de Carathéodory n'est généralement pas 
différentiable contrairement à celle de Bergman. 
Les formules (4) et (5) s’établissent facilement à l’aide du lemme 
de Schwarz pour les métriques C-homogènes (théorème 3 du n° 9). 
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Théorème 2 (propriété de coercibilité). Les applications holo- 
morphes f:M—- N n'augmentent pas les métriques de Carathéodory : 


cn (Gp), f(g)< cu (p, 9) (6) 
pour tous p, q € M. 


> Soit € O (W, U) telle que cxy (f (p), f (a) = p (bc f (p), 
+ cf (g)) (l'existence de Ÿ a été prouvée dans le cadre de la démons- 
tration du théorème 1). Alors + cf € © (M, Uj)et puisque © (M, U}) 
contient d'autres fonctions, on en déduit que cm (p, q) > 


Zp(pof(p), pof()). << 


Ce théorème généralise le lemme de Schwarz dans sa forme in- 
variante suivante: 
Une application holomorphe f:U—- U n'augmente pas la distance 
de Lobatchevski | 
p (2),  W))< p (z, w). (3) 


Si w = f (w) = 0, la relation (7) se ramène au lemme ordinaire de 
Schwarz : 


1+1/ (2) 1+ 121 
In 1— |f(2)] < In 1— |: ? ou |f (z)| < [z]- 


Signalons les corollaires élémentaires du théorème 2. 


Corollaire 1. La métrique de Carathéodory est invariante par toute 
application biholomorpkhe f. 


»> Il suffit d'appliquer le théorème 2 aux applicationsfet f-!. € 


Corollaire 2. Si M et N sont des variétés complexes et MC N, 
alors pour tous points p, € M 


CN (P; 9) << Cu (P; 9). (8) 


> Il suffit d'appliquer le théorème 2 à l'injection i: M—- N qui 
à tout point p € M associe le même point pE N. 


* Remarque. Au numéro précédent on s’est assuré que la métrique 
de Bergman est aussi invariante par toute application biholomorphe. 
Mais à la différence de la métrique de Carathéodory, elle ne jouit 
pas de la propriété de coercibilité par les applications holomorphes. 
En effet, soit l'application holomorphe f:(2,, z:)— (z,,z,) d’un bi- 
disque U € C* dans lui-même. D'après la formule (20) du numéro pré- 
cédent on a pour z — (z,, 0) 


Ne. = 1 1+ 1211 
by (0, SRE TEE PEL 


bo (0, f()= In EE > bu (0, 2). 
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Signalons en conclusion que la métrique de Carathéodory (de mê- 
me que celle de Bergman) peut être définie localement. A cet effet 
fixons dans un domaine D € C" un point z, le vecteur tangent v — 


> Ave € Ti (D) (n° 27) et définissons la quantité 


n 
GA! 
> G 02% 


v=i 


Oz, v)=2sup [v(q)| —2sup (9) 


où la borne supérieure est prise sur l’ensemble ©, (D, U) des appli- 
cations holomorphes @: D—+ U, q (z) = 0. Définissons la longueur 
de Carathéodory d’un chemin y: 7— M différentiable par morceaux 
à l’aide de l’intégrale 

1 


vlle= | D(r(, y (0) à, (40) 
0 


et la distance cn (2, w) des points z, w € D, comme la borne inférieure 
des longueurs de Carathéodory de tous les chemins différentiables 
par morceaux reliant ces points dans D. 

D'après la définition précédente, 


1+ 19 (w)| 
Ch(z, )= su 0 ———— , 
D ( ) &O, (D. u)y  1—|lq{w)| 


et si le point w est proche de z, alors |  (w) |est petit et cp (z,w) = 
& 2 sup | (w) | aux infiniment petits d'ordre supérieur près. Siw 
tend vers z le long d’un chemin y te) que y (0) = z, y’ (0) = v, la 


différentielle de cp (z, w) est égale à 2 sup É | dt = 2sup|v(p)|dt 


(cf. n° 26). Donc les deux définitions de la longueur de Carathéodory 
sont confondues localement, mais dans le cas général cb (z, w) et 


Cp (z, w) peuvent ne pas l’être. 


% 1) Montrer que dans la définition (9) de la quantité © la con- 
dition œ (z) = O peut être retirée, car automatiquement remplie. 

ot a : appliquer le lemme de Schwarz pour une seule variable.] 

2) Montrer que pour le domaine D = {z € C°:1/2 < |z | 1} la 
quantité cp (z, w) est égale à la restriction à D de cA(z, w), où 
B = {z2EC:1z21<1}. >: 

3) Expliquer pourquoi les quantités cp (z,w), et cn (z, w), où 


z = (—3/4, 0) et w = (3/4, 0), sont différentes pour le domaine 
D de 2). % 


58. Métrique de Kobayashi. En 1967, S. Kobayashi a proposé 
une modification de la métrique de Carathéodory qui présente une 
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foule d'avantages. La définition de Kobayashi est basée non pas sur 
l’ensemble © (M, U), mais sur l’ensemble © (U, M) des applications 
holomorphes du disque unité U dans la variété M. (Signalons que ce 
changement présente en soi un avan- 
tage: par exemple, si M est une 
variété compacte, le principe du 
maximum nous dit que toutes les 
fonctions holomorphes sont cons- 
tantes sur elle, i.e. © (M, U) est 
composé de constantes, alors que 
© (U, M) contient des applications 
non constantes.) Nous exposons ici 
Jes principaux résultats de Ko- 
bayashi. 

Fixons des points p,qE€ M et 
appelons chaîne sur M de p enqgun Fig. 50 
ensemble & composé de m disques 
holomorphes f? € O(U, M) et de 
m couples de points &;, &5 € U(j —1,...,m) tels quef' (&;) = p, 
Î7 (Em) = g et f'(C) =f/*"(Ej+1) pour j =1,...,m—1 
(fig. 50). 


Définition. On appelle distance de Kobayashi entre des points 
P, EM la quantité 


mn 
kr (p, )=inf À p(6, (1) 

J—= 
où p est la distance de Lobatchevski dans le disque unité et où la 
borne inférieure est prise suivant toutes les chaînes © — {f?, &;, 


&5}%1 sur M de p en q (avec un nombre quelconque m de maillons). 


Théorème 1. La distance k,, de Kobayashi est semi-métrique sur tou- 
te variété complexe M. 


D La positivité de kr, est évidente. Pour prouver la symétrie, 
i.e. kys (P, 9) = km (Qq, p), il suffit de considérer simultanément à ©& 
la chaîne obtenue en remplaçant ÿ par m +1—}j et &; par &; 
dans ©. Pour prouver l'inégalité triangulaire 


kr (Ps 9) ke (P, r) + kw (r, Q) 


il suffit d'envisager une chaîne 0° de penr,une chaîne o” dereng 
et leur réunion © qui est une chaîne de p en gq: 

Det, )=2e(ts, +2 p(t, G), 

o o* oc” 
et comme il existe d'autres chaînes de p en g, on en déduit que 


kr (P, 9) est inférieure à la somme des bornes inférieures suivant les 
chaînes ©” et oc”. 
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% Montrer que dans la définition de la distance de Kobayashi 
on ne peut, dans le cas général, remplacer les chaînes par un seul 
disque, i.e. admettre que m = 1. Plus exactement, si D — {z € C:: 
1Z 12, 12 | 2, | 2122 | << e} et si pour des points z, wED 
on pose 


k(z,w)= inf {o(t', L):f(L)=2, f(E)=w}, 
J=OUU, D) 


l'inégalité triangulaire ne sera pas satisfaite pour les points 
z= (1,0), w = (0, 1) et O = (0, 0) pour e > 0 assez petit. [N ot a : 


k (z, Ojet k (w, 0) restent bornées lorsque £—+ 0 et k (z, w)—+ oo.] % 


Théorème 2. Les applications holomorphes f:M—> N n'augmentent 
pas les distances de Kobayaskhi : 


kn (f (D), f (8) kr (P, 9). (2) 


> Pour toute courbe holomorphe @ € © (VU, M) on peut envisa- 
ger la courbe fo E O(U, AN), mais il existe d’autres courbes 
dans © (U, N). Donc la borne inférieure du premier membre de (2) 
est inférieure à celle du second membre. < 


Comme au numéro précédent ceci entraîne les 


Corollaire 1. La métrique de Kobayashi est invariante par toute 
application biholomorphe. 


Corollaire 2. Si M et N sont des variétés complexes et ME N, alors 
kn (p, 9) ku (P, 9). 


Pour le disque unité la métrique de Kobayashi est confondue, 
de même que les autres métriques envisagées, avec celle de Loba- 
tchevski. Les deux théorèmes suivants concrétisent les avantages de 
la métrique de Kobayashi. Le premier affirme que la distance de 
Kobayashi sur une variété M est la plus grande de celles qui n’aug- 
mentent pas par toute application holomorphe du disque unité U 
dans M. 


Théorème 3. Si d est une semi-métrique sur M telle que d (f (£'), 
f(C"H<p(E, L”) pour toute application holomorphe f:U— M, 
alors d (p, g9) < kr (pP, q) pour tous p, q € M. 


> Soit & — (f”, ti, (5% une chaîne quelconque sur M de 
pen g. En vertu de l'inégalité triangulaire 
d(, D < 2, d((), FE): 


les applications f? n’augmentent pas les distances, de sorte que 
d (5 (6), 1 (ED p (Lÿ, G5) pour j = 1,..., m. Reste à prendre 
la borne inférieure sur toutes les chaînes de p en q. 
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On démontre de façon analogue que la distance de Carathéodo- 
ry Cm est la plus petite de celles qui n'augmentent pas par toute 
application holomorphe de M dans U. 


Théorème 4. Sur toute variété complexe M la distance de Carathé- 
odory est inférieure à celle de Kobayashi 


Cr (P: 9) < ka (D, 9). (3) 
> Fixons des points p, q de M, une chaîne © — {f?, &;, C7 


et une application holomorphe œ de M dans le disque unité U. En 
vertu de la forme invariante du lemme de Schwarz (cf. numéro 
précédent), 


2, pi D > 2 plpcfi (ts, pe fi (691 > p(œ(p), y ()) 


(on s’est encore servi de l'inégalité triangulaire pour la métrique de 
Lobatchevski et du fait que f' (&,) = p, f" (£n) = g). Reste à pren- 
dre la borne supérieure sur au second membre et la borne inférieure 
sur w au premier. 


La métrique de Kobayashi peut aussi être définie localement. 
Fixons un point p de M, un vecteur tangent v € T, (M) et consi- 
déronsles applications holomorphes f d'un disque Ux = {|z|<R} 
dans M, normalisées par les conditions f (0) = p, f (0) = v. Dési- 
gnons par D; la quantité inverse de la borne supérieure des rayons 
des disques pour lesquels ces applications existent: 


| 
Du OP, DE TRS OUR M fO=r Fü=n" 


La fonction ®,, permet de définir de la manière habituelle la 
distance : 
1 
Ese (p, = inf | Dsr(y(E), v’ (0) di, (5) 
Û 
où la borne inférieure est prise sur tous les chemins différentiables 
par morceaux y:{[0, 1]—> M, y (0) = p, y (1) = q. Royden a prou- 
vé *) que cette semi-métrique est confondue avec la semi-métrique de 


Kobayashi pour toute variété complexe M Lu (p, q) = knr (P, à). 


% Soient a et D — a 
Montrer que D (p, v) = O3 (p,v) pour p E Det v = ('0,z,). 


*) H. Royden, Remarks on the Kobayashi metric. International 
Mahal Conference (Mariland). Springer-Verlag, 1971. 
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On dit qu'une variété complexe M est hyperbolique *) si la semi- 
métrique de Kobayashi Æ,, est une métrique, i.e. ky (p, g) == 0 pour 
p = 9. En vertu du théorème 4 la classe des variétés hyperboliques 
est plus large que celle des variétés munies d’une métrique de Cara- 
théodory non triviale. Au paragraphe suivant nous étudions les pro- 
priétés fondamentales de telles variétés. 
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59. Critères d’hyperbolicité. Considérons le lien entre les métriques 
de Kobayashi sur une variété et son recouvrement. 


Lemme 1. Soient M une variété complexe et n: M M un revête- 
ment holomorphe de M**). Alors pour tout couple de points 
P:g9€Mona 


kns (p, 9) = inf kg (p, q), (1) 


où la borne inférieure est prise sur tous les q € x°1 (q) pour P En”!(p) 
ire. 

> La projection x étant une application holomorphe, la proprié- 
té de coercibilité (théorème 2 du numéro précédent) nous donne 


km (P, 9 < inf kÿ (?, Q)- Supposons par absurde qu'il existe un 
£g >> 0 tel que 


km Ep, q) + eg << inf ki (p, ?. (2) 


I] existe alors une chaîne © = {f;, ti, t5)%, de p en gsur M telle 
que 


> PE LD) <km(P, 9)+e. (3) 
j=i 


Désignons par fi .U M des relèvements **+) des courbes f? :U—-M 
dans M tels que f:(&;)=p,oùpest un point fixe et f?t1(£:,,)— 


*) Ce terme: nous est suggéré par la théorie des surfaces de Riemann, théo- 
rie dans laquelle les surfaces bi Sr pe équivalentes au disque unité 
sont dites hyperboliques et les surfaces biholomorphiquement équivalentes au 
plan complexe, paraboliques. Les surfaces hyperboliques sont munies d’une 
métrique invariante à l’aide de la métrique de Lobatchevski et cette métrique 
n'est pas triviale. 

*+) Ceci exprime que M est aussi une variété complexe et x une application 
holomorphe (cf. chap. Il). 


#++) Ceci exprime que x ofi=f5 (cf. chap. II). Comme au n° 17 on démontre 
que le relèvement f5 de la courbe fi existe et est défini de façon unique par la 
donnée d’un seul point de fi. 
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(G),j=1,..., m—1. Alors g=f" (tn) € n°7 (9) et 
O fi , 65, CG} est une chaîne de p en g sur M. Par définition 
de la métrique de Kobayashi et en vertu de l'inégalité (3), 


Ca. 4 


=? 


k (, D < D P(G, ED) <En (p, D+e, 
jre 
ce qui contredit (2). 


Exemple 1. Dans le demi-plan supérieur H={z=z1+iy€C:y> 
> 0} la métrique de Lobatchevski est définie par la forme dsÿ = 
— CERE (cf. n° 41, tome 1) et 7 recouvre le disque unité pointé 
Us ={0< 16] <1} avec la projection É=n(z)—eti. En substitu- 
_ _1_ dé 1 12 i à 
ant dz= Gui À et y==- In RT on shui grâce au lemme 
la métrique de Kobayashi sur le disque pointé: 


° 1 (4) 
Im 
Signalons que la longueur du cercle {| & | — r}est égale à 2x/ln _ 


pour cette métrique et tend vers 0 lorsque r—+ 0. 


Théorème 1. Une variété complere M est hyperbolique si et seule- 
ment si il en est de même de son revêtement holomorphe M. 


> a) Supposons que M est hyperbolique et que kÿ (p, ) = (0. 
D'après le lemme, ky (x (p), T (g)) —0eten vertu de l’hyperbolicité 
onanr (p) = F1 (a). Désignons ce point par p. Soient B = {p'EM: 
km (P', p)<e}et B un voisinage de p assez petit pour que l’appli- 
cation x: B—+B soit biholomorphe *). Prenons une chaîne 
o= (, Ci Cie de P en q sur M telle que 


D,P (Gi, )<e (5) 


(on rappelle que k# (p, q) = 0). 
Construisons dans le disque U les arcs géodésiques de Lobatchev- 


ski ne et considérons le chemin ÿ = (f! ie) ..,f" CA) 


*) On s'est servi du fait que la métrique de Kobayashi induit la topologie 
de M (cf. exercice 14 en fin de chapitre). 
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sur Àf ainsi que sa projection y = ro y sur M. Les applications 
Ho °f :U —+ M étant coercitives, la ky-longueur de l'arc 


nof(EC 6) est < p(G;, C;), donc la k,-longueur du chemin + 
est < € en vertu u de (5). Puisque l’origine du chemin y est confondue 
avec p, on en déduit que yc B. 


Or l’origine p du chemin Y appartient à Betn:B—+B est une 
application biholomorphe, donc <= B. L'extrémité q du chemin ? 
se projette enpet B ne contient qu'un seul point se projetant en p: 
le point p. Donc q = —— P- Nous avons démontré que kÿ; est une métri- 
que, i.e. M est hyperbolique. 

b) Supposons que M est hyperbolique et que ky (p, g) = 0. 
Prenons un point p € x-!(p). D’ après le lemme il existe alors une 
suite g Qv € x”! (g) t telle que kÿ (Gs p)— 0. En vertu de l’hyperbolicité 


a, —+ P, donc 7 (g,)—+ p. Or (g.) = g, donc g = pet M est hyper- 
bolique. 


Exemples. : 
2. Considérons la sphère C privée de p points distincts 


D = CN ce Zn}. 


Pour p — 1 et 2 son revêtement universel est conformément équiva- 
lent au plan C, et pour p >> 2, au disque unité U (cf. n° 21). D’après 
le théorème 1 il s'ensuit que D, est hyperbolique si et seulement 
si p > 2. Remarquons que dans D, la métrique de Carathéodory est 
triviale pour tout p, Car toute application holomorphe f: D, —+U 
est constante d'après le théorème d'élimination des fonctions 
bornées et le théorème de Liouville. 

3. Soient données dans P? quatre droites complexes génériques 
l;, G = 1, ..., 4) et la droite complexe /, passant par les points 

4 


d'intersection a = L, f\l. et b = I, Nil. La variété M = PXUI; 
3=0 


est hyperbolique *). 
En effet, sans perdre en généralité on peut admettre que L, est 


4 
une droite à l'infini, de sorte que P°XL, = Cet M —= C\XUL.. 


j=i 
2n+1 
*) P. Kiernan a obtenu le résultat suivant: la variété M = PIN ;L H}, 
où A, sont des hypersurfaces complexes génériques, est hyperbolique (cf. 


P.Kiernan, Hyperbolically imbedded spaces and the big Picard theorem. 
Math. Ann., 1973, 204, 3, 203-209). 
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Puisque a, b € L, i.e. sont des points à l'infini, L, est parallèle à 
et Z, parallèle à ! (dans C°), et comme les droites sont génériques, on 
en déduit que L, n'est pas parallèle à L.. On peut donc admettre que 
dans C° les droites envisagées sont définies respectivement par les 
équations Z, = 0, z, = 4 et z, — 0, z, = 1. Mais alors M est le 
produit de deux exemplaires de la variété hyperbolique CX {0, 1} = 
= C\{0, 1, co}, donc est hyperbolique. La dernière proposition résul- 
te de l'inégalité facilement démontrable: si M, et M, sont des 
variétés complexes et p,, q1 € M, Pe, Ge E M, alors 


max (Æar, (P1, Qi); kar, (Pas Q2)) < 
< khur,xar, (Pi: Pa)» (Qu de) < ka, (Pis 1) + Knr, (Par 2). (6) 


Les résultats suivants ont été obtenus par P. Kiernan. Soient M 
une variété complexe, p un point de M, z = (2, ...,z,), z (p) = 0 
des coordonnées locales sur M dans un voisinage de P, B, = 
= {p EM:lzp)|<r}, B=8B et enfin Us = {| El< 6}, 
U, = Ü des disques de C. 


Lemme 2. S'il existe des nombres r et Ô tels que pour toute appli- 
cation holomorphe f: U— M la condition f (0) € B, entraine f (U;) = 
€ B. alors La distance de Kobayashi km (p, g) > O pour tout 
q € MX B. 


D Soient g EMXB et o = {f, ti, E}, une chaîne de p 
en g sur M. Quitte à effectuer des mouvements de Lobatchevski 
dans U, on peut admettre que tous les £; = 0. Il nous faut prouver 

m 


que les longueurs | & | = 2 p (0, 6;) de telles chaînes sont minorées 


= 
par une constante strictement positive. 

Si la chaîne o contient un point £; @ Use, alors [0] > p (0, 6/2)>0 
et par suite il suffit d'envisager les chaînes pour lesquelles 
tous les &5 € Uoys. Posons p; — f/(E5) = f’*: (0). Il existe un 
nombre L,1<1I< m, tel que p,, ..., pr1 € B,et p16 B,. Comme 
ft (0) = pr1E B, et GE Us, on a d’après l'hypothèse du lemme 
ft (&) = pa E B, donc p; € BB,. Choisissons une constante À > 0 
de telle sorte que la distance de Lobatchevski pu (0, 0) Apu, (0, à). 


Puisque f,, 1<j< 1, appliquent holomorphiquement U; dans B, 
la propriété de e coercibilité de la métrique de Kobayashi et l'inéga- 
lité triangulaire nous donnent 


m l 
2,6 (0, &) > AZ Ou (0, ) > pA ka (Pr P) > Abe (p, P- 


La quantité du second membre est minorée par une constante 
strictement positive indépendante de la chaîne, puisque #, est une 
métrique et p:E BXB,. 
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Supposons comme précédemment que © (U, M) est une famille 
d'applications holomorphes du disque unité ÜU dans la variété 
complexe M. 


Théorème 2. Si la famille © (U, M) est équicontinue pour une 
métrique d induisant la topologie de M, alors M est une variété hyper- 
bolique. Réciprogquement, si M est une variété hyperbolique, la famille 
O (VU, M) est équicontinue pour la métrique de Kobayashi kr. 


D Supposons que © (VU, M) est équicontinue pour une métrique 
d et soit B£ (p) — {p EM:d(p', p) <e}. Pour tout point q € M 
distinct de p, prenons des coordonnées locales z de centre p comme 
dans le lemme 2 (de sorte que q € B) et choisissons e >> 0 tel que 
B°, (p} B. En vertu de l’équicontinuité il existe un 8 > 0 tel 
que l’on a automatiquement f(U;:)e B,(p)c B pour toute 
fEO (U, M) telle que f (0) € BÉ (p). Si l’on prend encore r >> 0 tel 
que BP, B% (p), la condition du lemme 2 sera satisfaite et par suite 
dy (p, g9) > 0. Nous avons montré que M est hyperbolique. 

La deuxième proposition du théorème résulte du fait que les 
applications holomorphes n'augmentent pas la métrique de Kobaya- 
shi. 


Les variétés complexes M pour lesquelles la famille © (U, M) 
est équicontinue pour une métrique induisant la topologie de M 
s'appellent variétés raides. On dira qu’une variété complexe M est 
douée de la propriété de Montel si la famille © (VU, M) est normale, 
i.e. si de toute suite fV € © (U, M) on peut extraire une suite partiel- 
le f"? qui soit converge uniformément sur des sous-ensembles com- 
pacts de U, soit diverge proprement (i.e. pour tous compacts À U 
et À' € Milexiste un j, tel que f” (X) N À’ = S pourtoutj > jo). 
De telles variétés sont dites tendues. 


Théorème 3. Toute variété M possédant la propriété de Montel 
est hyperbolique. 


> Si M n’est pashyperbolique, il existe des points distincts p, 
q € M tels que k;; (p, g) = 0. Utilisons le lemme 2 dans lequel on 
aura posé r — 4/2 et ô — Â/v. Ce lemme nous dit que pour tout 
entier naturel v il existe une application f" € © (U, M) telle que 
f" (0) € B,,, et f° (U,,,) & B. Il est évident que de la suite {f*} on 
ne peut extraire ni une suite convergeant uniformément sur des sous- 
ensembles compacts de Ü, ni une suite divvergeant proprement. 
Donc M ne possède pas la propriété de Montel. 


La réciproque est mise en défaut. Ceci résulte d’un théorème pour 
l’énoncé duquel nous aurons besoin de la 


Définition. Soient U — {| | 1} et A, = {r<121< 1}. 
Considérons une suite arbitraire {fv} d'applications holomorphes 
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de U dans une variété complexe M et désignons par f"| A, la restric- 


tion de f à la couronne À, pour un r << 1. On dira que M satisfait 
à la condition des disques si la convergence uniforme de f" | ,, vers 
une application f € © (4,, M) entraîne celle de f* vers une appli- 


cation Î € © (VU, M). La condition des disques est une forme de con- 
vexité complexe. Elle entraîne la pseudoconvexité des variétés 
(ceci est une généralisation du principe de continuité du n° 36). 


Théorème 4. Si une variété complexe M possède la propriété de 
Montel, elle satisfait à la condition des disques. 


> Considérons le disque unité Ü, une couronne 4, U et une 
suite arbitraire f" E © (U, M) telle que la restriction f" | 4, +f€ 


€ O (4,, M). Puisque Ù Î” (4,) est un sous-ensemble compact 


de M, on ne peut te de la suite {f'] Ar} une suite partielle 
divergeant proprement. Mais d’après la propriété de Montel on peut 
en extraire une suite partielle convergeant uniformément vers une 


application fe O (U, M). Comme Fl A, = Ï (puisque la suite tout 


entière converge vers f sur À,), le théorème d’unicité nous dit que f 
ne dépend pas du choix de la suite partielle. D'où il s'ensuit que 


1 f dans Ü, c'est-à-dire que la condition des disques est satisfaite. € 


Exemple. Un domaine borné de C”* qui n’est pas un domaine 
d'holomorphie est une variété hyperbolique qui ne satisfait pas à la 
condition des disques, donc ne possède pas la propriété de Montel et. 
le théorème réciproque du théorème 3 est mis en défaut. 


Une variété hyperbolique M est une variété hyperbolique totale si 
tout ensemble burné de M est compact pour la métrique de Koba- 
yashi. Ces variétés sont justiciables d’un théorème réciproque du 
théorème 3. 


Théorème 5. Toute variété hyperbolique totale possède la propriété 
de Montel. 


D La variété M étant hyperbolique, le théorème 2 nous dit que 
la famille © (U, M) est équicontinue pour la métrique k,,. Suppo- 
sons qu'il soit impossible d'extraire d’une suite f € © (U, M) une 
suite partielle proprement divergente. Il existe alors des ensembles 
K, € U, K, € M et une suite partielle {fv } (que nous désignerons 
de nouveau par {fv}) tels que fY (X,) N À, < © pour tout v. Il 
existe donc une suite &, € X, telle que f*) (£ € X, pour tout v. 

Soit À un compact arbitraire de U. Montrons qu’il existe un 
ensemble X” borné pour la métrique de Kobayashi qui contient tous 
les fV (X). Admettons sans nuire à la généralité que X = X, ; d’a- 
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près la propriété de coercibilité il existe un nombre R, tel que 
ku (Y (8), f (Go) < R; pour tous & € A, LEA, et v. Par 
ailleurs, pour tout point fixe p € M il existe un nombre R, tel que 
kas (P+ Po) < R: pour tout p, € Æ,. Alors kr (FC), p) < km U* (0), 
FN CE) + kr (Ov), PK Ri + R: 

pour tout £ € KX et tout v. Pour Æ” on peut donc prendre une boule 
de Kobayashi de centre p et de rayon R, + R:. 

Nous avons prouvé que la suite {f“} est non seulement équicon- 
tinue mais uniformément bornée pour la métrique k/. Puisque 
par hypothèse tout ensemble borné pour cette métrique est compact, 
on en déduit exactement comme dans la démonstration du théorème 
de Montel (n° 39, tome 1) que de {f*} on peut extraire une suite 
partielle uniformément convergente sur des sous-ensembles compacts 
de U. Nous avons prouvé que la famille © (VU, M) est normale, 
i.e. M possède la propriété de Montel. 


En collationnant les théorèmes 4 et 5 on obtient le 


Théorème 6. Toute variété hyperbolique totale satisfait à la condi- 
tion des disques. 


En particulier, tout domaine de C” qui est une variété hyperboli- 
que totale est un domaine d'holomorphie. 


% On dit que dans un domaine D € C” la métrique de Carathéo- 
dory est complète si tout sous-ensemble borné de D est compact 
pour cette métrique. Supposons qu'il en est ainsi de D; montrer 
que a) D est un domaine d’holomorphie, b) toute application holo- 
morphe f:UXK{0}— D se prolonge en une application holomor- 
phe U—+ D. % 


Citons en conclusion une condition d'hyperbolicité d'une variété 
exprimée en termes de courbure. Pour l'énoncer nous aurons besoin 
de quelques définitions. On dit qu'une variété complexe M est 
hermitienne si sur les fibres du fibré tangent T (M) = LE T p (M) 

M 


est définie une forme hermitienne strictement positive qui se re- 
présente localement par 


h)(u, = 2 hn(p) du) da (), hy= has (7) 
où la quantité k, (u, v) dépend différentiablement de p pour tous 
champs de vecteurs différentiables w (p) et v (p) sur M. Si la forme 
différentielle associée à (7) 

= D, hjn (z) dz; dzz (8) 
jh 
est fermée (do = 0), la variété M s'appelle kählérienne. Idem pour 
les métriques définies par les formules (7) et (8). 


$ 20] VARIÊTES HYPERBOLIQUES 357 


Exemples. La métrique de Bergman de domaines de C” de type 
borné est kählérienne, car la forme hermitienne 


ds? — ÿ, EE 42) dz, 
02} 02k 
est définie positive et la forme différentielle associée w = dd°In X, 
fermée. Est aussi kählérienne la métrique de Fubini — Study qui 
est une métrique standard de l’espace projectif complexe P", définie 
par la forme © = dd° In | w |”, où w = (w,, . . ., w,) sont des coor- 
données homogènes (cf. n° 19). 


La distance sur une variété hermitienne M s’introduit de la manie- 
re habituelle. La longueur d'un chemin différentiable par mor- 
ceaux y:1—> M, où I = [0, 1], est définie par la formule 

1 


Wi= À Véro té vdi, (9) 


(9) 


et la distance d (p, g), comme la borne inférieure des longueurs des 
chemins différentiables par morceaux reliant les points p et g. 
Puisque k (y, y) = g (y, y’), où g = Re k, cette distance est con- 
fondue avec la distance riemannienne définie par la métrique £g. 

Soient données une variété hermitienne M et une courbe holo- 
morphe y: U — M,où U = {| 6 | < R}est un disque du plan com- 
plexe. Soient &, € U un point non critique de y, et z = z (p) des 
coordonnées locales sur M dans un voisinage du point p, = Y (bo). 
Alors la métrique (7) induit sur y (U) dans un voisinage de p, la 
métrique hermitienne 


kpld= À :  Rinov (0) -v5 (0) v va ©) dé dé = A, (6) dé dé, (10) 


où H, (Go) > 0. En traitant y (U) comme un plan de dimension 
réelle 2 , on peut calculer sa courbure gaussienne au point p, à l’aide 
de la formule *) 


me 2 Pig | 
K, (Po) = H; (Lo) EX dt ." (11) 


Si l’on effectue un changement conforme du paramètre & = & (w) 
sur la courbe y, la quantité W, est multipliée par le facteur | & (w)f; 


ce facteur apparaît aussi en les dérivées par rapport à w et « calcu- 
Lé ". 0] GE ° e 
lées à partir de à donc X. (p,) est invariante par ce change- 


*) Ilest évident que les coordonnées = Re Cet n=I1m à sont is ométri- 


ques sur f (U) au voisinage de po TEA Dé À, où A est l'opérateur de La- 


place, de sorte que (11) est confondue avec la formule classique. 


358 QUELQUES QUESTIONS DE THÉORIE GÉOMÉTRIQUE (CH. V 


ment. Cette quantité s'appelle courbure de la courbe holomorphe y au 
point Do- 

Définition. On dira que la courbure holomorphe d'une variété 
hermitienne M est inférieure à une constante k si pour toutes les 


courbes holomorphes y: U—> M la courbure X, (y (&)) << k en tous 
les points non critiques C. 


Si M est une variété de dimension complexe 1 (i.e. est une courbe 
holomorphe), la courbure X,, dépend du seul point p. En parti- 
culier, pour le disque unité muni de la métrique de Lobatchevski 


on a ds — ae ie. H = (1 — | £ |) et la formule (11) 
nous permet de conclure que À = — 4, est constante et strictement 


négative. Dans C muni de la métrique sphérique, on a 
H—({+|6/?)"? et K — 4 est constante et strictement positive. 

Nous aurons besoin d'une généralisation de la forme invariante 
du lemme de Schwarz qui dit que pour toute application holomor- 
phe f:U—+ U du disque unité, on a 


\ds1l | dE | 
IETIOEST=ITIE (42) 


(cf. formule (7) du n°57; nous exhibons ici sa forme différentiel- 


le). Si l'on désigne par dsÿ = US la métrique de Loba- 
tchevski du disque unité et par f* st)= son image 
réciproque par f (d’une façon générale, f*(dsf) n'est qu'une 
semi-métrique car |dfl?=— |f (£)|2Idéf? s'’annule aux points 


critiques de f), alors on peut mettre (12) sous la forme 
f* (ds) < ds. Cette généralisation est due à L. Ahlfors. 


Lemme (Ahlfors). Soit M une variété hermitienne de métrique 
dsfis dont la courbure holomorphe est < — k. Pour toute application 
holomorphe f: U—- M on a en tout point CE U 


ps ÿ h 

FF (dsÿr) < + dst, (13) 
où f* (dsiu) est l'image réciproque] de dsf par f, et dsÿ, la métrique 
de Lobatchevski du disque unité *). 


» Les formes de (13) sont proportionnelles: f*(dsÿs) = u (Ë)dst 
où u > 0 est une fonction différentiable dans U et il nous faut démon- 


*) Si M =U et ds?; est la métrique de Lobatchevski, on peut prendre 


k = 4 et la formule (13) se transforme en (12), i.e. le lemme d'Ahlfors généralise 
bien le lemme de Schwarz dans sa forme invariante. 
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trer queu(&)< 4/k en tout point Ë € U. Fixons & € U, un nombre 
arbitraire r, | | <r LA, et posons ds? = r° | dE [?/(r° — |É[*), 
u, = f* (dsis)/ds?. Puisque u, (&)— u (&) lorsque r—+ 1, il suffit 
de montrer que u, (b)< 4/k. 

Si l’on pose f*(dsfrs) — H | dé |*, la fonction H sera bornée dans 
le disque Ü, — {[t|<&r} et H,— = — œ lorsque 
| C|—r, donc u, — H/H,— 0 lorsque | Ê |—-r et par suite atteint 
son maximum à l’intérieur de U,. Il suffit de prouver l'inégalité 
désirée pour un point de maximum, donc on peut admettre que &, 
est un point de maximum. 

Si u, (Lo) = 0, l'inégalité est triviale; si u, (&) >> 0, le point Co 
est un point non critique de f et puisque f* (dsf;) = À | dé [°, la 
formule (11) de la courbure de f en p, = f (£,) nous donne 


2 02]nH | 
K; PIE TE x .< —k 


(on s'est servi de la condition du lemme). Par ailleurs, la cour- 
bure étant égale à—4 pour la métrique de Lobatchevski, on en 


st à 2 d]n AH, L 
En ———— —<4e t 
déduit qu He  #& | t par suite 
d® Inu, 0®]n H 9° ]n 1, KI (Ëo) 
| — = a — nn Neo C 
n& da le € 72 #7) 


Or on sait du cours d'analyse que l'opérateur de Laplace d'une 
fonction de deux variables réelles est négatif en un point de maxi- 
mum de cette fonction, donc le premier membre de la dernière inéga- 
lité est négatif et ÆH (6) = 4H, (6) L 0. Puisque Æ (&,) > 0 il 
s'ensuit que u,( Eo) = H (Eo)/H, (Go) < 4/k. 


Nous touchons au but: la condition d'hyperbolicité d'une varié- 
té en termes de courbure s’acquiert maintenant sans peine. 


Théorème 7. Une variété hermitienne M dont la courbure holomor- 
phe est — k est hyperbolique. 


> On voit sur les formules (10) et (11) qu'en multipliant dsfs 
par une constante >> 0 convenable, on peut faire en sorte que À — 4. 
D'après le lemme d’Ahlfors, pour toute application holomorphe 
f:U—+ M on a alors f* (ds) < ds, où dsf est la métrique de 
Lobatchevski. Si d est une distance sur À pour la métrique dsfs, et p 
la distance de Lobatchevski, on a donc d (f (a), f (b)) p (a, b) pour 
tous points a, b € U. La métrique d n’augmente donc pas les distan- 
ces par les applications holomorphes U —+ M et d’après le théorème 
3 du n° 58 la distance de Kobayashi k;; (p, g) > d (p, g) pour tous 
Pp, 9 € M. Puisque d est une métrique, on a d'(p, g9) Æ 0, doncil en 
est de même de k;; (p, g) pour p <q. 
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60. Généralisations du théorème de Picard. La définition de l’hy- 
perbolicité entraîne immédiatement le 


Théorème 1. Si NV est une variété pour laquelle la métrique de Ko- 
bayashi est nulle et M une variété hyperbolique, alors toute applica- 
tion holomorphe j: N— M est constante. 


>> Soient petg des points quelconques de W. Ona kxy (p, g) = 0 
et puisque f n’augmente pas la distance, il vient X;, (f (p), f (q)) = 0. 
De l’hyperbolicité de M on déduit que f (p) = f (q). 


En particulier, toute application holomorphe f:C" —+ 1 est 
constante si M est hyperbolique. Pour m = 1 cette proposition 
s’énonce ainsi: une variété hyperbolique ne contient pas de courbes 
entières. La réciproque est fausse. 


Exemple. Soit la variété 
M { (2, 29) EC :|2 1 < 1, 1222 | LEO, 22):1 22 [2 1}; (1) 


l'application k: (2,, Z2>)—> (z,, z,Z.) est une application injective 
de MX{2, = 0} dans le bidisque {| w, | 1, |w, | < 1}. Pour 
toute application holomorphe f : C — M l'application À o f = const 
en vertu du théorème de Liouville (n° 5), donc ou bien f = const, 
ou bien f:C—+> M fN {z, = 0}. Or le dernier ensemble est le disque 
{ze E C:122 | 1}, de sorte qu'on a de nouveau f — const. Donc M 
ne contient pas de courbes entières. 

La variété M n’est pas hyperbolique. En effet, soient pe —=(0, b)EM, 
b=Æ0 et p, = (1/1, bD)EM, v =1, 2,...; on a ky (0, p) — 
— Jim k;s (0, p,). L'application 

V0 


f:C— (a, L/v, ab), 


où |a, | = min (v, V/v/ | b |) envoie le disque unité U = {| 5 | << 1} 
dans M et de plus f (1/a,) = p.. Donc par définition de la métrique 
de Kobayashi, 


k\ (0, ps) < p (0, 1/a,)=In ir +0 lorsque v —+ co 


et par suite £xy (0, p) = 0. 


Le théorème 1 peut être traité comme une généralisation élémen- 
taire du petit théorème de Picard qui affirme que toute application 
holomorphe de € dans C privé de deux points est constante (cf. n° 44, 
tome 1). En effet, nous avons vu que C privé de deux points ou, ce 
qui est équivalent, C privé de trois points, est une variété hyperbo- 
lique. 
. Passons maintenant aux autres généralisations. L'exemple de 
Fatou (n° 11) montre que pour #7 >> 1 une application holomorphe 
ne dégénère pas dans C”" privé d’un nombre quelconque de points. 
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Cependant pour x = 1 les points {z — a} peuvent encore être con- 
sidérés comme formant un ensemble de codimension complexe 1, 
i.e. comme des « hyperplans » complexes. Puisque C peut être iden- 
tifié à la droite projective complexe P, le petit théorème de Picard 
admet l'interprétation suivante: toute application holomorphe 
de C dans P privé de trois « hyperplans » est constante. Dans cette 
forme, le théorème admet une généralisation directe : 


Théorème 2. Toute application holomorphe f:C" — P,X{2n +1 
hkyperplans génériques} est constante. 

Le théorème 2 a été établi par M. Green comme corollaire d’un 
autre théorème intéressant dont nous produisons le principe de la 
démonstration *). Mais signalons préalablement une généralisation 
du lemme classique de Borel: si des fonctions entières g, — C"— C 
(G =0,...,n) satisfont identiquement à la relation 


est) + ,.. + ent = 0, (2) 


l'une au moins des différences 8j — Eh (G Æ k) est constante. 

Cette généralisation se ramène au cas classique m = 1 (cf. exer- 
cice 20, chap. IV, tome 1) par la considération des restrictions de g; 
aux droites complexes passant par l’origine 0 de C”: pour chacune 
de ces droites L il existe un couple d'indices (j, k), j + k, tels que 
(g g; — 8x) | x est égale à une constante indépendante de L (et égale 

à &3 (0) — gx (0). 

Puisqu'il existe une infinité de droites / et que les couples (j, k) 
sont en nombre fini, il s'ensuit qu'il existe un couple (j, 4) tel que 
(8, — £gx) |: = const pour une infinité de droites Z. Ceci nous 
permet de conclure en vertu du théorème d’unicité que g; — g, = 
= const. 


Lemme. Soit une application holomorphe f:C"—> P'K{n +2 
hyperplans distincts}. L'image f (C") est contenue dans un sous-espace 
vectoriel propre de P”. 


Le Décrivons les r + 2 plans exclus à l’aide des équations homo- 
ee à UR © O0 G—=1,..., nr + 2) et représentons l’appli- 
cation F Dar des coordonnées homogènes: 1 = os - + + fn). Nous 


avons nr + 2 fonctions entières À ani qui ne s’annulent pas 


*) Le théorème 2 découle aussi du théorème 1 en vertu du résultat de Kier- 
pan cité dans la note de la age 352, savoir que la variété Pa ee + 1 hyper- 
pis génériques} est DES ique. Ce théoreme figure en fait dans un travail 

e Borel remontant à 


362 QUELQUES QUESTIONS DE THÉORIE GEOMÉTRIQUE ICH. V 


et qui par conséquent peuvent être mises sous la forme 


n 


ps aynfn = ei, 1=1. ... n +2, (3) 


où g,:C”—Csont des fonctions entières. Les vecteurs aî=(a;,, ..…., a;,)€ 

€ C'*1 sont linéairement dépendants, car en nombre 7 +2, donc on 
n+2 

peut exhiber des À; non tous nuls tels que À Ajajn =0 (k=0, ...,n). 


En multipliant ces relations par f, et en nant sur #, on trou- 
ess 


ve grâce à (3) > 2 Aje*i=0. Posons J—{j:1,-#0}; cet ensemble 


n'est pas vide et la dernière identité peut être mise sous la for- 

me S e“/*l"hj = 0. D'après le lemme de Borel il existe des Jul2E DJ, 
Es 

ji Æ je, tels que gi —g;,=c—const et par suite efñ—eefi. De 

(3) on déduit alors que 


LL 


à (ajk D e‘a;,x) În == 0, (4) 


les parenthèses n'étant pas toutes nulles, puisque les plans exclus 
sont distincts. Nous avons obtenu une relation linéaire non triviale 
entre les f;. 


Théorème 3 (M. Green). Soit une application holomorphe jf: C" + 
—> PS { n + k hyperplans génériques). L'image f (C”) est contenue 
dans un sous-espace vectoriel de P" de dimension égale à la partie entiè- 
re E de n/k. 


> Illustrons l’idée de la démonstration sur le cas particulier 
n —= 3. Le théorème se réduit alors à deux propositions: 

a) Sik = 2, i.e. f n'agit pas sur 5 hyperplans génériques H,,... 

.., H,, alors f (C”) appartient à une droite complexe (de dimen- 
sion £ (3/2) = 1). 

b) Si À — 4, i.e. f n'agit pas sur 7 hyperplans génériques 
H,,..., H,, alors f = const (ÆE (3/4) = 0) *). 

Démonstration de a). Du lemme il résulte (pour z = 3) que f (C”) 
est contenue dans un plan II de dimension complexe 2 (un hyperplan 
de P*). Montrons que les plans }; sur lesquels n’agit pas f coupent Il 
suivant au moins quatre droites complexes. Puisque AH, sont généri- 
ques, aucun triplet de ces plans ne se coupera suivant une droite et 
aucun quadruplet, en un point. Les plans A} ne peuvent couper II 


*) Pour k& = 1 la proposition est triviale, car Æ (n/k) = n; le cas k = 3 
est pus faible que a) — on a de nouveau E (3/3) = 1; le cas k > 4 est plus 
faible que b) — ici Æ (3/k) = 0. 
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suivant trois droites que si II contient les droites d’intersection de 
deux couples de plans F7; (fig. 51). Soient (H,, H.) l’un de ces couples 
et l, = H, N H:. Ni H,, ni H, ne figurent dans le deuxième couple, 
car le plan commun à ces deux couples serait confondu avec II, ce 
qui est impossible puisque II con- 
tient f (C"). Soient (F;,, H,) l'’au- 
tre couple et L, = H, NH; les 
droites L, et /, se coupent alorsen 
un point (carelles sont contenues 
toutes deux dans le plan projec- 
tif II), ce qui est impossible, 
puisque quatre plans H; se cou- 
pent en ce point. 
Ainsi f applique C” dans le 
plan projectif II — P° privé de Fig. 91 
quatre droites complexes distin- 
Ctes. Le même lemme (avec nr — 2) nous permet de conclure que 
f (C7) appartient à une droite projective complexe. 
Démonstration de b). D'après la proposition a) f (C”) appartient 
à une droite projective complexe Z. Cette droite coupe les plans H, 
au moins en trois points. En effet, le nombre d'intersections sera 


Fig. 52 


minimal lorsque L passera par les points d'intersection de deux tri- 
plets de plans H;; soient a = H, N H, NH, et b = HN HN Hs 
(un même plan ne peut figurer dans des triplets différents). Il reste 
encore le plan H,, qui, étant générique, coupe Z en des points dis- 
tincts de a et de b (fig. 52). 

On peut appliquer maintenant le théorème de Picard pour les 
fonctions d’une seule variable à la restriction de f à toute droite 
complexe 1€ C” : f | : applique ! dans la droite L privée de trois 
points et par suite est constante. Donc il en est de même de jf. 


Pour nr quelconque la démonstration relève des mêmes principes, 
mais elle implique des raisonnements supplémentaires de nature 
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combinatoire *). Le théorème 2 est un cas particulier du théorème 3: 
si le nombre d’hyperplans H, est égal à 2n + 1, alors 4 = n + 1, 
E (n/k) = O0 et par conséquent f — const. 

Passant à la généralisation du grand théorème de Picard qui, 
pour les fonctions d'une seule variable, se formule comme suit: 
toute application holomorphe du disque pointé U,={0 <<| & | <1} 
dans le plan fermé P privé de trois points se prolonge en une 
application holomorphe de ÜU dans P **). Contrairement au petit 
théorème de Picard, le grand théorème ne se généralise pas aux 
variétés hyperboliques arbitraires. 


Exemple. La variété 
M = {{20, 21 22 EP? 20 = 1, 0O<Izl<1, 1z1<le/4:}} 


est hyperbolique, car l’application (4, z,, 22) —> (z,, z2, e1/) la 
transforme biholomorphiquement en la variété hyperbolique U, X 
X U. Mais l'application f:U, — M définie par la formule f (£) — 


— [1 a sen] ne peut être holomorphiquement prolongée dans U. 
Toutefois on a le 


Théorème 4 (M. Kvak). Si M est une variété hyperbolique, toute 
application holomorphe j : U, — M soit se prolonge holomorphiquement 
dans U, soit son ensemble limite en & — 0 ne contient aucun point 
de M. 


< Supposons que l’ensemble limite de f au point & — 0 con- 
tient un point p, € M, i.e. il existe une suite &, — 0 de points de U, 
telle que f (6.)—- p,. Désignons par V un voisinage de p, décrit 
en coordonnées locales de centre p, sur M par {p E M:lz(p) | < e} 
et soit W— {p E M:|2(p) | L e/2}; soient encore r, = | &, | et 
Ys = {16 | =7r,}. Puisque le diamètre de Kobayashi f (y.,)— 0 
(en vertu de l’exemple de la page 351 et de la propriété de coerci- 
bilité), on a f (y) W pour v=> v, et de plus sans perdre en géné- 
ralité on peut admettre que v, = 1 et que r, tendent vers 0 en 
décroissant. 
Il suffit de montrer que f se prolonge par continuité au point 
= 0, i.e. que l’image de {0 | Ê | < 6} est contenue dans W 
pour Ô assez petit. Si le nombre des images des couronnes f{r,+, < 
<|E|<r,}extérieures à W est fini, la démonstration est acquise, 
s’il est infini, on se ramène à une contradiction. En passant aux 
suites partielles on peut admettre que les images de toutes les cou- 
ronnes sont extérieures à W. 


*) Cf. M. Green, Holomorphic maps into P, omitting hyperplanes. 
Trans. Amer. Math. Soc., 1972, 169, 89-103. 
*+) Cet énoncé est équivalent à celui du n° 44, tome 1, car si f se prolonge 
dans U en une application holomorphe dans P, alors © = 0 est un point singu- 
lier éliminable ou un pôle et ne peut être un point singulier essentiel de f. 
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Désignons par 4, = {a,< | & | << $,} la plus grande des couron- 
nes telles que a, << r, << B, et f(4,)Z W et par y = {| Ê | — 
= $,}, y = {| | = «,} les cercles frontières (leurs images sont 
contenues dans W et pas dans W). Puisque les diamètres f (y+) et 
f (5) tendent vers 0 (cf. exemple de la page 351), on peut, quitte 
à passer aux suites partielles, admettre que f (y;)— p',f(v;)— p”. 
Les points p”, p” € 0W, donc ils sont distincts de p,; sans perdre 
en généralité on admettra que z, (p') et z, (p”) sont distincts de 
Z1 (Po) = 0 (z, (p) est la première coordonnée de 3 (p)). 

Sur l’ensemble f-! (W) l'application f se représente en coordonnées 
locales sous la forme (f,, ..., f,) et, en particulier. l'application 
holomorphe f,: A, —+ C est définie pour tout v. Pour v assez grand 
l’image f, (Y,) est contenue dans un voisinage du point z, = 0 ne 
rencontrant pas les voisinages des points z,(p') et z, (bp”) qui contien- 
nent f1 (vs) et f, (vy). On a fi (y) U fi (y) = f1 (84,4) et, d'après 
le principe de conservation d’un domaine (n° 35, tome 1), les images 
des points intérieurs À, par l'application f, ne peuvent passer dans 
ôf1 (4,). i.e. df, (4,)€ f1 (04,4). D'autre part, f, (4,) est un domai- 
ne borné contenant f, (y,) et dans nos conditions il n'existe pas de 
domaine borné dont la frontière appartienne à la réunion f, (ys) U 
U f1 (vv) et qui contienne f, (y,), ce qui est absurde. < 


En particulier, si M = PX{3 points}, le théorème 4 entraîne le 
grand théorème de Picard pour les fonctions d'une seule variable. 
En effet, dans ce cas l’ensemble limite, étant connexe, doit se rédui- 
re à l'un des points extirpés et f se prolonge alors par continuité au 
point & = 0. 

Si M est une variété hyperbolique compacte, toute application 
holomorphe f:U,—- M se prolonge en une application de © (VU, M), 
car la deuxième proposition du théorème 4 ne peut avoir lieu. 

Décrivons en conclusion des méthodes proposées récemment par 
F. Griffiths, méthodes qui sont basées sur la courbure de Ricci. 
Pour définir cette dernière appelons forme euclidienne du volume 
d'une variété complexe M à n dimensions une (nr, n)-forme définie 


en coordonnées locales z = (2,4, ..., z,) par 
à 
D=— Il 7 dx Â dr (9) 
k=1 


(la multiplication est extérieure, le facteur i/2 a été introduit pour 
rendre cette forme réelle). On sait que toutes les formes de degré 
maximal sur une variété sont proportionnelles (cf. n° 14) et les 
(nr, n)-formes sur M qui diffèrent de ® d'un facteur strictement 
positif, i.e. les formes 


Q =D, À1>0, (6) 
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sont dites strictement positives. Toute forme différentiable Q stric- 
tement positive s'appelle forme volume de la variété M, et la 


(1, 1)-forme 
Ric Q — dd‘In À (7) 
jorme de Ricci de M. 

Puisqu'un changement de coordonnées holomorphe multiplie la 
forme ®, donc le coefficient À, par le carré du module de la fonction 
holomorphe J =£ 0 (le jacobien du changement) et que dd‘in | J = 
= 0, la forme de Ricci est globalement définie sur M et ne dépend 
pas du choix des coordonnées locales. On dit qu’une variété M munie 
de la forme volume Q possède une courbure de Ricci strictement négati- 
ve si à Ric Q correspond une forme hermitienne définie positive. 


Exemples. 
1. Pour une variété hermitienne complexe à une dimension 
munie de la métrique ds° — 4 dz dz la forme volume sera 


Q=-Hdz \ dz et D=— dzA dz. Dans ce cas donc À = H et Ric Q— 


= rs A dz. La forme hermitienne correspondante est 
strictement positive si et seulement si la courbure gaussienne pour la 
métrique ds* est strictement négative (cf. formule (11) du n° 59) — 
ceci justifie la dernière définition. 


2. La métrique de Lobatchevski du polydisque {|[z]] << R} de C” 


est définie par la forme hermitienne ds? — > er 
k=—1 


confondue à un facteur près avec la métrique de Bergman, ci. 
iR? dz À dzk w" 


2(R— 21) nl? 


(qui est 


n° 56). La forme volume correspondante Q — Il 
où «w est une forme différentielle os à ds, et un calcul 
élémentaire nous montre que la forme de Ricci 


Ric Q = 2w. (8) 


La courbure de Ricci pour cette métrique est donc strictement néga- 
tive. 

Dans le disque pointé U, — {0 < |z|<1} la métrique de 
Kobayashi ds? — = HT (cf. formule (4) du n° 59). Pour la 
forme « correspondante, on a aussi Ric Q = 2w. Donc pour cette 
métrique la forme volume de Ur X UT" est 


m mt n = 
__ idzx À dzr i dx À dr 9 
se L' 21221210? |28|? /\ IL 2(1— 1221?) (3) 


et comme précédemment Ric @ = 20. 
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3. Calculons la forme volume pour la métrique de Fubini — Stu- 
dy dans P". Dans un domaine U, = {{wl € P" w, 0} muni des 
coordonnées locales z; = w;/w, (j = 1,...,n) la forme de Fubini — 


Study © = dd°in p,où p = 1 + |z [* (cf. n° 19) et on peut la mettre 
sous la forme 


1 i ES 
or (pp 6 À Gp). 


où @ — dd° |z F. Il est aisé de voir que ®" = n! ®, où D'est la 
forme volume euclidienne (5), et que (dp À dp)* — O0 pour # > 1 
(toutes les puissances sont extérieures). Donc la forme volume 
nf idp À dp \n_ n!® __natIÈlS® _n!® 
Q = = ( p FETE.) pp part 
D'où l’on voit que 
Ric Q = — (nr + 1) w, (10) 


i.e. la courbure de Ricci pour la métrique de Fubini — Study est 
strictement positive. 


Remarquons que lorsqu'on multiplie la métrique par une cons- 
tante >> 0, la forme « est aussi multipliée par cette constante; 
quant à Ric w, elle ne varie pas. On peut donc, si l’on veut, admettre 
que dans l'exemple 2 Ric Q — « ou 


(Ric Q)" = Q. (11) 


On a vu dans l'exemple 3 que la courbure de Ricci pour la métri- 
que standard de P" est > 0 et pour des raisons qui apparaîtront plus 
bas il faut trouver une variété à courbure << 0. On va montrer qu’on 
peut obtenir une telle variété en excluant de P" un nombre fini 
d'hypersurfaces algébriques. 

Désignons par D; les sous-variétés de P” de codimension 1 définies 
par les équations P; (w) = 0, où P, est un polynôme homogène 
de degré s;. Supposons que D; se coupent génériquement, i.e. qu’au 
voisinage de chaque point, d'intersection il existe des coordonnées 


locales dans lesquelles U, D; est définie localement par l’équa- 
tion z, ... z1 = 0, ICE. 
T héorème 5. Si dans les conditions décrites Ÿ deg P,;>n+2, 
F1 
alors il existe sur la variété M = P°NX Ü D; une forme 
volume Q à courbure de Ricci strictement négative et telle que 
(Ric Q)" => Q +). (12) 


*) Cette nee alité exprime que la différence (Ric Q)? — Q est une forme 
positive sur M (de degré maximal). 
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D Soient 
cy=c; LE, 1=1: 520 (13) 
LA 
où c;y > 0 sont des constantes, | w |? — à |w, |? et s, — deg P;; 


ce sont des fonctions de classe Ce (PT), nulles sur D; 
et strictement positives sur les complémentaires de D,. Supposons en- 
core que &, = dd° In | w | * est une forme de Fubini — Study. Alors 


k 
n 1 
Q = Op Il CAT In: 6; (14) 
= 
est une forme volume sur A7 et sa forme de Ricci est 
k k 
Ric Q—Ricoÿ— > ddtino;—® dd°InIn’0;. (15) 
j=1 j=i 
On a Ric wo — —(n7 + 1) w, (exemple 3) et dd°in o, — 


= — s, dd‘In |z le, car dd‘In | P; [° = 0, donc — dd‘In 6; = s;ws. 
Ensuite 
ddtiuoy ti ôlno; Aôlno; 


dd‘Inlno; 7 dau 2 (In op? 


et en portant ceci dans (15), on trouve que 


k k - 
: 01 01 

Ric Q = > +042 C7 mé le+i > nn C7 LIRE 
j=1 


j=1 
(16) 
k 
Par hypothèse > Sj—(n +1) > 1,et f peut être rendue con- 
j=1 


tinue dans P” et aussi petite que l’on veut en module si les c; 
sont choisis suffisamment petits dans (13). Donc on peut admettre 
que le coeïficient du crochet est => 1/2. La forme «, est, on le sait, 
strictement positive, la deuxième forme de (16) est positive — la 
ee " 19 1n 6;1? 

forme hermitienne correspondante est égale à 25 Tin 6) ” 
car In o; sont des fonctions réelles. On a ainsi établi que Ric Q => 0. 
Pour prouver la deuxième proposition choisissons au voisinage 
d'un point quelconque d’intersection de D, des coordonnées locales 
d’origine en ce point et dans lesquelles D, = {&; = 0}. Alors 
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Inc; = a; + In |£;l*, où a; est une fonction différentiable et 
ô1no; A ôlno;— 


__ dty À dy , ôby A Gay | Gay À ts = dt À dü+v) 

= RTE fn + on t, EE -+0a; Â 0a;= E EE 9 
où; est une (1, 1)-forme différentiable, nulle pour & = 0. Convenons 
de désigner par c certaines constantes >> 0 pas nécessairement 


n 
égales. En se servant encore du fait que ©, > c _ » dé, A d£y, 
= 1 
on déduit de (16) que J 
(RicQp" > ç (-)" SLA dés A2 A den A dater 
Il 16915 In* [6;l 
j=—1 


où V est une forme à coefficients différentiables, nuls pour & = 0. 
On en déduit que (Ric Q)" >> c Q@ dans un voisinage assez petit du 
point € = 0 *). On établit une même inégalité dans des voisinages 
assez petits des points de LD, qui ne sont pas des points d'intersec- 
tion de tous les D ;, ainsi que des points de M. La compacité de P” 
nous permet d'affirmer que (Ric @)° => c{ partout sur M. En rem- 
plaçant enfin © par la forme cQ, on obtient (12). 


Les applications des méthodes de la courbure de Ricci sont basées 


sur le lemme suivant qui est une généralisation directe du lemme 
d'Ahlfors. 


Lemme (Griffiths). Soit M une variété complexe à n dimensions 

à forme volume Q,, dont la courbure de Ricci est strictement négative et 

satisfait à la condition (12) et soit U = {z E C':||z | 1} un polydis- 

que. Pour toute application holomorphe f :U — M on a en tout point 
zEU 

FF (Gr) < Qu, (17) 


où Qy est la forme volume de U normée de telle sorte que 
(Ric Qu)" = Qy. 


D La démonstration est identique à celle du lemme d’Abhlfors. 
En posant f* (Q,;) = u (2) Qy on s'assure comme là-bas (en passant 
à un plus petit polydisque) qu’il suffit de traiter le cas où x atteint 
son maximum en un point intérieur z° € U. En ce point dd°ln u = 
— Ricf*f (Q,;) — Ric Q,y < 0, i.e. Ric Q,, > Ric f* (Q@,,). Ces deux 
formes étant positives, l'élévation de cette inégalité à la puissan- 
ce extérieure n-ième nous donne (Ric @,,)"=> (Ric f* (Q,))" et en 


*) Cette inégalité est remplie de façon triviale en tout point de D}, car 
ses deux membres sont nuls. 


24 —0848 
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se servant des conditions du lemme qui disent que (Ric Q,4;)" — 
= Q,, et (Ric f* (Q4)">f* (Qu), on est conduit, au point 2°, 
à l'inégalité Q, > f* (Qu). Donc u (2°) << 1 et comme z° est un point 
de maximum, u (2) À partout dans U. 4 


Signalons un résultat acquis par ces méthodes qui généralise un 
théorème classique de E. Landau. Soient VU, = {6 EC: É < AR} 
et ÜU le polydisque unité. Supposons que 


T _iFs dx À des 
Gaec Î ose ” 


est une forme volume normée de telle sorte que (Ric Qu.) = Qc, ; 


nous avons vu dans l'exemple 2 que la constante c ne dépend pas 
de R 


Théorème 6. Soient M une variété complexe à n dimensions dont la 
forme volume Q,, satisfait aux hypothèses du lemme de Griffiths, et 
f : UR— M, une application holomorphe telle que f (0) = p et 
[J, (0)121, où J, (0) = det (4) est le jacobien de f calculé 
dans les coordonnées locales sur M munissant un voisinage de p. Le 
rayon du polydisque U R est alors majoré par une quantité indepéndante 
de l'application j: 


R< R (p). (19) 


D Puisque Qy(p)=A (p) [] = dix À dix et Qu (0) = 
k= 


1 


—=C fl + dix A dés, on à 
k=—1 


PQ (0)= H (p) IT + dfn À dfñ = 
h=1 


OO TT 


(on s’est servi du fait que |J;(0)] => 1). Le lemme de Griffiths 
nous donne l'inégalité f*Q,, (0) < Qu, (0) et sur (18) on voit 
Qu (0 Qu (0 H 

que Qu, (0) = 10 v0_ — #0 (0), 
d'où la proposition annoncée. < 

Il est clair que si l’application f:Uh—> M n’est pas dégénérée, 
i.e. si existe un point ?° € U,A en lequel J, (£°) 0, alors par une 
transformation homographique de & et un changement linéaire de 
paramètre z, on peut obtenir une application pour laquelle | J, (0)[=> 
> 1. Le théorème 6 entraîne donc le 


. Nous avons donc 


$ 21] PROPRI£TES FRONTIBRES 371 


Corollaire. Si la forme volume d'une variété complexe M à n di- 
mensions satisfait aux conditions du lemme de Griffiths, alors toute appli- 
cation holomorphe j:C° — M est dégénérée. 


(En effet, si f n’est pas dégénérée, on peut sans perdre en générali- 
té admettre que | J; (0) [=> 1 et alors le rayon du polydisque d'holo- 
morphie de f est fini en vertu du théorème 6.) 

Ce corollaire est encore une des généralisations du petit théorème 
de Picard. D’après le théorème 5 la condition de Griffiths est satis- 


k 
faite par la variété M — P°"X U D;, où les variétés D, sont les 


j=1 

ensembles des zéros des polynômes homogènes P;, si D; se coupent 
génériquement et si Z deg P;> n + 2. Si D; sont des hyperplans, 
on obtient un cas particulier du lemme de Green (cf. page 361; 
C" et M ne sont pas nécessairement de même dimension; quant 
aux hyperplans, ils ne sont que distincts). Toutefois, ce résultat est 
plus général en ce sens qu'au lieu des hyperplans on peut envisager 
des variétés algébriques. 

Le résultat suivant de Green (le théorème 2) montre que si on 
extirpe de P”" un plus grand nombre d'hyperplans (plus exactement, 
2n + 1 génériques), l'application f dégénère en une application 
constante. Certes, on voudrait espérer aboutir au même résultat en 
éliminant des variétés algébriques de degré assez élevé. Mais cet 
espoir est vain comme le prouve l’exemple suivant dù à Kiernan. 


Exemple 6. Considérons dans P?* une hypersuface À définie en 
coordonnées homogènes par l'équation 22 + ...+ 22, — 0. Pour 
tout p > n il existe une application holomorphe non constante 
f:C"—> P°X À. Cette application se construit de la manière suivan- 
te : définissons À par l’équation affine 1 + & +... + &b, = 0et 
posons f (21. . .., Zn) — (21, E1Z1, . . ., Zn, En2n), OÙ €; sont les 
racines %/ —1. Pour tout z on a 1 + 2 + el +... + zh + 
+ €fz$ — 1, donc f(C') appartient à l'hypersurface A 
... + Cp, = 0 

Les résultats acquis dans cette direction sont accessibles dans 


notre ouvrage Distribution des valeurs des applications holomorphes 
(en russe). M.. Naouka, 1982. 


$ 21. Propriétés frontières 


On se penche ici sur une série de problèmes liés aux propriétés 
frontières des fonctions et applications, des problèmes qui font 
nettement ressortir les particularités de la disposition des frontières 
par rapport à la structure complexe de l'espace. On commencera 
par étudier le comportement frontière des applications holomorphes 
propres de domaines strictement pseudo-convexes, puis on décrira 


24* 
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la structure des champs de vecteurs sur les frontières et l'influence 
de cette structure sur les propriétés des fonctions. Une attention 
particulière sera réservée aux résultats obtenus ces dernières années 
à l'Université d'Etat de Moscou. 


61. Applications de domaines strictement pseudo-convexes. Ce qui 
est essentiel dans les questions traitées ici, c’est la différence entre 
les domaines pseudo-convexes et les domaines strictement pseudo- 
convexes, i.e. des domaines bornés de C? dont les fonctions détermi- 
nantes @ sont C°-différentiables au voisinage de la frontière du 
domaine et tels que Aop = 0 sur la frontière et la forme de Levi 
H. (®, w) est définie strictement positive (cf. n° 39). 

Cette différence apparaît par exemple quand on étudie les applica- 
tions holomorphes propres. On rappelle qu'une application holomor- 
phe f:D — G de domaines de C” est propre si l’image réciproque 
fr! (X) de tout ensemble X € G appartient à D. Cette 
application est visiblement surjective et si elle se prolonge par 


continuité à D, elle transforme 0D en 9G. Les images réciproques des 
points de G sont toutes finies, car elles forment des ensembles ana- 
lytiques compacts dans D. D'après le théorème de Remmert cité 
à la page 328, l’image de l’ensemble critique £ = {2€ D:J,(z) = 0 
par une telle application est un ensemble analytique dans é, donc i 
ne sépare pas G. Il s'ensuit de là que pour tout point w € G\f (E) le 
nombre des images réciproques f"! (w) est fini et identique, car 
c'est une fonction continue à valeurs entières dans G\f (£). Le nom- 
bre des images réciproques des points w € f (E) diminue en raison 
de la coïncidence de certains d’entre eux, de sorte que f (Æ) joue le 
rôle d’un ensemble de branchement et l’application f: D — G tout 
entière est un revêtement ramifié (cf. n° 55). 

Un polydisque U” (qui est un domaine pseudo-convexe) peut être 
transformé en lui-même proprement et holomorphiquement, mais 
non biholomorphiquement, par exemple par l'application 
2 (271,...,2mn), où m, sont des entiers strictement positifs. Tout 
dernièrement une hypothèse assez curieuse a été avancée, à savoir 
que cette application n'existe pas pour une boule B”, n > 1 (qui est 
un domaine strictement pseudo-convexe). 

H. Alexander *) a prouvé cette hypothèse en se servant de certai- 
nes propriétés générales des applications holomorphes propres de 
domaines strictement pseudo-convexes. Citons ici les résultats 
obtenus par S. Pintchouk **) dans ce domaine. Nous aurons besoin du 


*) H. Alexander. Proper holomorphic mappings in C*. Jndiana 
Univ. math. j., 1977, 26, 137-146. 
**)S. Pintchou k.Surlesapplications holomorphes propres de domai- 
pes strictement pseudo-convexes. Sib. mat. journal, 1974, 15, 4 (en russe). 
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Lemme. Si une fonction u est strictement négative et plurisubhar- 
monique dans un domaine DE C" à frontière de classe C7, il existe 
une constante k>>O telle que 


| u (2) | kô (z, 0D) pour tout zE D, (1) 
où Ô est la distance euclidienne. 


Pour nr = 1 (pour les fonctions subharmoniques) cette propriété 
a été établie par M. Keldych et M. Lavrentiev ; pour #7 quelconque 
et dans une situation plus générale, elle a été démontrée par B. Khim- 
tchenko; nous glisserons sur cette démonstration *). Signalons la 
majoration | uw (z) | ÆX6 (z, 90D) qui est valable pour toute fonction 


de classe CT (D) s'annulant sur 6D. 
Le premier résultat de S. Pintchouk est le suivant: 


Théorème 1. Soient D et G des domaines strictement pseudo-con- 
veres dans C'(n > 1), et f:D—>G, une application holomorphe 
propre. Si f se prolonge à D en une application de classe C!, elle 
est localement biholomorpke. 


> Sif n’est pas localement biholomorphe, le jacobien J, (z) = 0 
sur un ensemble analytique non vide EC D, et de plus, d'apres le 
théorème des singularités compactes (n° 31), on a E ND + G 
(sinon la fonction holomorphe 1/J, (z) présenterait dans D une singu- 
larité compacte ne séparant pas D). Soit un point 2 € E f\ 0D:; sans 
perdre en généralité on peut admettre que z° = f (2°) = 0. Supposons 
encore qu'au voisinage de l’origine les domaines sont définis par des 
fonctions strictement plurisubharmoniques: D = {o (z) << 0}, 
G={(w) <0}. Sans perdre en généralité on peut admettre en 


outre que 
p () = Re z + ]zF +o(|zf), 5 
b (&) = Re w, + [uw + o(lw f 5 
(cf. exercice 24 du chapitre III). 


L'application f étant holomorphe dans D et de classe C! (D), ses 
composantes se développent comme suit: 
n 
Îu G)= 2 Œuv£v + Au (2); u=Î, cs.) D, (3) 
où av = const, «y € © (D) NC (D)et | a, (2) | = 0 (13 |). Consi- 
dérons la fonction u = 14° f € C' (D); l’application f étant propre, 
on a u lp — Ô et comme le plan réel tangent à 9D en z = 0 est 
défini par l’équation x, = 0, il vient 
ü 
u(2)= | Znto(lzl). 


*) Cf. B. Khimtchenko, Equations différentielles, 1969, 1, 10. 
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En portant (3) dans (2), on trouve 
u (= pf(a)=Re À ans, + Re as (a+ À fu (2) (P+0(12 f) 


et en comparant ce développement au précédent on trouve que 
Any = 0 pour v = 1, ..., n — 1 et que a,, est un nombre réel. 
Le dernier développement devient donc 


u (2) = dun + Re ax (2) + 2 | fu (2)IE +0 (1 z 19). (4) 


La fonction u satisfait de toute évidence aux conditions du lemme 
qui entraîne que ann (0. 

Puisque J,(0) —0, on en déduit que l'application linéaire 
"A:C"-1— cn définie par la matrice(a,.),oùpu, v —1,...,n— 1, 
est dégénérée. Il existe donc une droite complexe ‘1€ C"-1 telle que 
‘A (D —=0. Considérons une droite complexe !, = {z2E€C':z€ 
El, z, = — tv}, où test un réel. La restriction Re Œn |, est une 
fonction harmonique sur l’ensemble ouvert !, fN D. Sur la frontière 
de cet ensemble, i.e. pour tout z EZ.f\ 9D, d'après (2) et (4) on 
a —T LA IzF+o(lzlF) = 0 et — a,,t + Rec, (z) + 


+ + È | ain F +o(1zf) = 0, ie. Re &n = Gnnt + 0 (t) 


sur cette frontière: On voit sur (2) que le point (0, — 7) eL ND 
pour t >> 0 assez petit, donc d’après le principe du maximum pour 
les fonctions harmoniques Re &, (0, t)=a,;,, T+o(t) pour 
T > 0 assez petit, ce qui contredit la condition &, (z) = 0 (| z |). 


Si dans le théorème on admet accessoirement que le domaine G 
est simplement connexe, i.e. que le groupe fondamental x, (G) = 0, 
l'application f de ce théorème sera globalement biholomorphe (en 
effet, de la biholomorphie locale et du fait que f est propre il s'ensuit 
que f est un revêtement non ramifié et par conséquent on peut appli- 
quer le théorème de la monodromie du n° 21). 

Dans le cas général l’exemple suivant nous montre qu'il est 
impossible de prouver la biholomorphie globale de f: les domaines 
D = {IPF +|al+IzIt<3}e G= {Im +lw + 
+ |w, | 7? << 3} de C°? sont strictement pseudo-convexes et l'appli- 
cation f (z) = (z, zi) de D dans G est propre et holomorphe mais 
non biholomorphe. Si D = G, on a toutefois le 


Théorème 2. Si D est un domaine strictement pseudo-conveze dans 
C”, toute application holomorphe propre f: D — D prolongeable en une 
application de classe C' (D) est biholomorphe. 
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> On peut considérer que le groupe fondamental n,(D) n'est pas 
trivial (cf. plus haut), mais ce groupe possède un nombre fini de 
générateurs ; soient Y,, . . ., y, des chemins fermés de D représentant 
ces générateurs. D’après le théorème 1 l’application f: D — D est un 
revêtement, et l'homomorphisme f,:7, (D)—+ x, (D) induit par f. 
un monomorphisme. En vertu du théorème de multiplicité du revête- 
ment (théorème 3 du n° 21) pour prouver que f est un homéomorphis- 
me, il suffit de montrer que f, est un épimorphisme, i.e. que 
im f, = 7 (D). 

Considérons l’itération fY = fo fV-! de l'application f (v = 1, 
2. ...: f9 est l'application identique). La famille {fv} étant unifor- 
mément bornée, d’après le théorème de Montel il existe une suite 


partielle {fi} convergeant uniformément sur des sous-ensembles 
compacts de D vers une application holomorphe g: D + D. En parti- 
culier, fi —+ g uniformément sur tous les générateurs y, (4 = 1,... 

, D), donc fi (y:) est homotope à g (v:) pour j assez grand, 
ie. f) — g, pour tout j > j,. Puisque f, est un monomorphisme, 
il s'ensuit que g, l’est aussi. Mais fes"! = fiof"itl Ÿj, donc 
pourj>joona £g, —£g, °f"/*1-*i, d'où l'on déduit, puisque £, 
est un monomorphisme, que f}/*!-Ÿj est une application identique, 
i.e. un épimorphisme. Donc f, est aussi un épimorphisme. 4 


Fermons ce numéro par un intéressant théorème prouvé en 1977- 
1979 par B. Wong et Rosay. La démonstration simple produite ici 
appartient aussi à S. Pintchouk. 


Théorème 3. Si un groupe d'automorphismes biholomorphes d'un 
domaine strictement pseudo-convexe D C” n'est pas compact, le domai- 
ne D est biholomorphiquement équivalent à une boule. 


> Le groupe Aut D n'étant pas compact, il existe un point 
z° E D et une suite f" € Aut D tels que f" (z°) — a € 0D. Le domai- 
ne D étant borné, on peut grâce au théorème de Montel admettre que 
la suite f tend uniformément sur des sous-ensembles compacts de D 
vers une application f holomorphe dans D. Puisque D est strictement 
pseudo-convexe, sa fonction déterminante est strictement plurisub- 
harmonique dans un voisinage de 9D (cf. n° 39). La fonction of 
est plurisubharmonique et négative dans un voisinage de z° et 
@of(z) = 0, donc @ © f (z) = 0 en vertu du principe du maxi- 
mum et par conséquent l'application f est constante. 

Sans perdre en généralité on peut admettre que a = 0 et que la 
fonction est de la forme 


p (2) = Re z, + [z  +oi(lz [*). (5) 


Désignons par 6Y le point de 0D le plus proche de av — fv (2°), et 
par /v, la composition de la translation ©Y—- 0 et de la transforma- 
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tion unitaire qui associe au plan complexe tangent Try (0D) le plan 
Wn — 0. Alors g* = “of appliquera holomorphiquement le 
domaine D dans le domaine borné G,, et en outre Lv(av) — gv (2°) est 
de la forme (0, — 6.), où 6, >> 0, puisque a" est situé sur la norma- 
le à 0D au point EY. Par construction, av—> 0, donc ô,— 0 aussi 
lorsque v—> oo. Signalons que la fonction déterminante @, — 
— po(lv)-1 du domaine G, est de la forme 


P, (w) = c, Re w, + d, |w + o(|w 1°), 


où c, et d, tendent vers 1. 

Les domaines G, se contractent en le point w — 0 lorsque v — co. 
Pour éviter ceci posons gv = (’g", gY) et remplaçons g' par la suite 
des applications holomorphes 


Fv= (eV 6, 8x/6,) (6) 


de D sur les domaines DY = FY (D) dont les fonctions déterminantes 
sont de la forme 


Ÿv = Fm VE "w, On) = 
= Ch Rew,, + d, (l'wl?+ 6, | w,1?)-1- 6,0 (|w[?). (7) 


Lorsque v—- co, les fonctions 1, tendent uniformément sur des com- 
pacts de D vers une fonction 4 (w) = Re w, + |’w [? qui est déter- 


minante pour un domaine D biholomorphiquement équivalent à une 
boule (cf. problème 18, chap. I). 

Sur (7) on voit que sur des sous-ensembles compacts de D on 
a pour v assez petit Re FY (w) <O0et F? (2°) = — 1 en vertu de (6). 
D'après le théorème de Montel il s'ensuit de là qu’on peut extraire 
de FY une suite partielle convergeant uniformément sur des com- 
pacts de D vers une fonction holomorphe F,. Pour alléger l’écriture on 
désigne cette suite encore par FYet on voit de nouveau sur (7) que les 
applications ‘FY sont uniformément bornées sur des compacts de D 
et en vertu du même théorème on peut extraire de FY une suite par- 


tielle convergeant vers une application holomorphe F: D D. Les 
applications réciproques (Fv)-! sont uniformément bornées et par 
suite on peut en extraire une suite partielle convergeant sur des 


compacts de D vers une application holomorphe ©. Les applica- 
tions F et © sont réciproques l’une de l’autre, puisque F (2°) — 
(0, —1) et D (0, —1) = 2°, donc F réalise une application biho- 
lomorphe de D sur le domaine D = {Re w, + |'w  < 0} 
qui est biholomorphiquement équivalent à une boule. 


62. Correspondance des frontières. Si les frontières de domaines D 
et G du plan sont de Jordan, toute application conforme jf : D + G se 
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prolonge en vertu du théorème de Carathéodory en un homéomorphis- 


we de D —+ G, et si les frontières sont suffisamment différentiables, 
le prolongement est différentiable sur l’adhérence (cf. n° 41, to- 
me 4). Il est aisé de voir que même le théorème de Carathéodory ne 
se généralise pas aux applications biholomorphes de domaines de 
l'espace. En effet, l'application f:(2,, z+)—> (2, (2, — 1)2:) transfor- 
me biholomorphiquement le bidisque D = {{z, | 1, |z: | << 1}} 
en le domaine G = {| w, | <1, | w, | < | w, — 1|} et l'application 


réciproque f”1 (w) a y; ——) ne se prolonge pas par continuité 
= 


au point frontière (1,0), bien que deux domaines soient de 
Jordan. 

Dans cet exemple les domaines D et G sont pseudo-convexes, mais 
pas strictement pseudo-convexes. Il se trouve que la propriété de 
prolongeabilité à la frontière reste en vigueur pour les domaines 
strictement pseudo-convexes: voici encore une situation mettant en 
évidence la différence entre domaines convexes et pseudo-convexes. 
Le premier résultat obtenu dans cette direction est dû à G. Mar- 
goulis qui en 14971 a prouvé qu’une application biholomorphe de do- 
maines strictement pseudo-convexes se prolonge en un homéomor- 
phisme des adhérences de ces domaines. 

Le résultat le plus puissant a été acquis par Ch. Feffermanquia 
montré en 1974 qu’une application biholomorphe de domainesstric- 


tement pseudo-convexes à frontières de classe C°” se prolonge à 
l’adhérence en une application de même classe. Ce résultat a été établi 
au terme d'une profonde étude des géodésiques des domaines envisa- 
gés pour la métrique de Bergman *). La démonstration de Feffer- 
man a été simplifiée par E. Ligocka et S. Bell **). 

L. Lempert ***) a généralisé ce théorème aux domaines à fron- 
tières finidifférentiables : si D et G sont des domaines de C” stricte- 
ment pseudo-convexes à frontières de classe C**1(k=> 2), toute 
application biholomorphe f de D sur G se prolonge en un difféomor- 
phisme de classe C**1/2 des adhérences de ces domaines. 

Les théorèmes de prolongement à la frontière se généralisent 
aisément dans le plan aux applications holomorphes propres. Dans. 
le cas multidimensionnel la situation est différente et l’on n'a ici 
qu'un seul résultat acquis indépendamment par G. Henkine et 
S. Pintchouk. Appesantissons-nous sur la démonstration proposée 
par S. Pintchouk. 


*) Ch.Fefferma n. The Bergman kernel and biholomorphic mappings 
of pseudoconvex domains. Znventiones math., 1974, 26, 1-65. 
**) S.Bell,E.A.Ligocka. A simplification and extension of Feffer- 
man's theorem on biholomorphic mappings. {nvent. math., 1980, 57, 283-289. 
#***) E. Lempert. La métrique de Kobayashi et la représentation des 
domaines sur la boule. Bull. soc. math. France, 1981, 109, 4, 427-474. 
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Lemme. Soient D et G des domaines strictement pseudo-convexes 
dans C”", et f: D + G, une application holomorphe propre. Il existe 
alors des constantes k,, k, >> 0 telles que pour tout z € D 


k,Ô (z, 0D) < 6 (f (2), 8G) < K.6 (z, 6D). (1) 


> Tout domaine strictement pseudo-convexe de C” est le do- 
maine des valeurs strictement négatives d'une fonction plurisubhar- 
monique différentiable au voisinage de l’adhérence de ce domaine 
{cf. n° 39). Soit G = {w € C': # (w) << 0}, où y est une telle fonc- 
tion ; cette fonction étant différentiable, on a | (w) | < kô (w, 0G), 
où |VYoof(z) | kÔ (f (z), 9G), où zE D et k > 0 est une cons- 
tante. Or 5. est une fonction plurisubharmonique strictement 
négative dans D, donc d’après le lemme du n° précédent |ÿ cf (2) | > 
> k’6 (z, 9D). Ce qui prouve le premier membre de (1). 

Pour prouver le second membre de (1) considérons l’ensemble 
E = {2€ D: J;(z) = 0} des points critiques de l'application f; 
d'après le théorème de Remmert du n° 55, l'ensemble f (E) est ana- 
lvtique dans G. Pour w E GX f (E) posons 


Y (w) — max © (2), (2) 
zEf”(w) 

où œ est une fonction plurisubharmonique dont l’ensemble des va- 
leurs strictement négatives est le domaine D. L'application f étant 
propre, le nombre de points f-! (w) est fini (et le même) pour tout 
w E GK (E) et d’après la propriété 3 du n° 38 la fonction Y est 
plurisubharmonique dans GX f (E). L'ensemble f (E) étant analy- 
tique et la fonction Y visiblement bornée, le théorème de Grauert — 
Remmert de la page 233 nous dit que Ÿ se prolonge plurisubharmoni- 
quement dans G. 

D'après le lemme dun° 61 on a |Ÿ (w) | > kô (w, 9G) et 
comme ŸW et @ sont << 0, on peut mettre (2) sous la forme 
| Y (w) con | (z)| pour w EG XKf(E). Puisque |@ (2) 1 

z€/71(w 
< k'6 (z, 0D) en raison de la différentiabilité, il vient [W (w) | < 
æ k' min Ôô(z, 9D). Donc kô(w, 6G)<Lk' min 6 (z, 0D) 


FU) | :Efw) 
pour tout w EG XKf(E) et par suite pour tout w € G en raison 


de la continuité, autrement dit à (f (2), 06) < T6 (z, 0D) pour tout 
zCD. À 
Théorème. Toute application holomorphe propre f: D—G de 


domaines strictement pseudo-convexes dans C” se prolonge en une appli- 
cation continue des adhérences de ces domaines, le prolongement véri- 


fiant dans D la condition de Lipschitz d’exposant 1/2: 
|f()—f(91<k1z — z" |} pour tous z', z" ED. (3) 
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> Nous allons prouver ce théorème en supposant accessoirement 
que le domaine G est géométriquement strictement convexe *). 
Puisque 0D est de classe C*?, pour tout point z € D assez proche de 
D il existe une boule B.. € D de centre z° telle que à (z, 9D) — 
— Ô (z, 0B.) et comme G est géométriquement convexe, pour l’un 
quelconque de ses points w il existe une boule B,,: = G telle que 
ô (&w, 0G) = 6 (w, 0B,:) (fig. 53). 

Estimons les modules des dérivées des coordonnées de l'applica- 
tion f en un point arbitraire z assez proche de 0D. Sans perdre en gé- 


Fig. 53 


néralité on peut admettre que le centre z’ de la boule correspondante 
est en 0 et que z est sur l’axe z,. Nous avons vu au n° 57 que la mé- 
trique de Carathéodory de la boule B" — {|z | << R} est donnée au 
point z — (0, z,) par la forme 
2 — | dz |? | 5n |* | dzn |? 

de (+1) (Re Tan 197) (® 
(cette formule est confondue avec celle de la métrique de Bergman 
de la boule, cf. formule (18) du n° 56). Si l’on pose R — |z, | =r, 
on en déduit qu'il existe des constantes À, et À, dépendant de À et 
telles que la boule pour la métrique de Carathéodory cpm de centre 
z = ("0, z,) et de rayon &e est comprise entre les deux ellipsoïdes 


n—1 
EG VTr, Aer)={ > el Ent Lie}, (5) 
vai 


j=1,2 


(les demi-axes de ces ellipsoïdes sont tous égaux à À je V/r à l'excep- 
tion du n-ième qui est égal à Àjer). 

Appliquons ceci à notre situation (cf. fig. 53). Le rayon R de la 
boule B., dépend du domaine D, la quantitér — 6 (z, D) et en vertu 
de (5) et des propriétés de la métrique de Carathéodory on a pour € 


*) La démonstration intégrale est accessible dans l'article de S. Pintchouk 
cité à la page 372. 
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assez petit 
E(leVr, ler) B'%: (8) © BP (e), 


où B<(e) désigne la boule pour la métrique d de centre z et de rayon 
e. De façon analogue, en posant w = f (z) et p — à (w, 0G) on aura 
pour le domaine G 


Bic (e)e BP" (e)CE(AeVp, MP) 


(on admet encore que w’ = 0 et que w est sur l’axe w, ; cf. fig. 53). 

En vertu de la coercibilité de la métrique de Carathéodory par les 
applications holomorphes on a f (B:P(e)) & BG (e). D'autre part, 
po << k,r d'après le lemme, donc 


JE (QueVr, Me) © E (hse Vhar, Aston). (6) 


En envisageant les restrictions des coordonnées f, de f à des 
droites passant par z et en appliquant le lemme de Schwarz aux fonc- 
tions d’une variable ainsi obtenues, on trouve que 


Ofu| D ee Ver _ © __ © 7) 
0zy <= Aer ee Vr  y6(:0D) , (5) 


où la constante c dépend uniquement des domaines D et G. Vu que 

les dérivées ln sont bornées sur des sous-ensembles compacts de D, 
v 

on peut admettre que l'estimation (7) est valable *) sur le domaine 

D tout entier. 

J1 suffit d'établir l'inégalité (3) pour un couple de points du do- 
maine D dont la distance soit inférieure à une constante 2, > (. 
Soient z’, z2” des points arbitraires de D et soit [z —z"|=1< 1; 
choisissons les points z; et z° tels que les segments [z”, z:] et [z”, z:E 
soient contenus dans D et de longueur !, et les distances à (z,, 0D), 
ô (z;, 6D) soient supérieures à L (ceci est toujours possible). Dési- 
gnons par y: [0,1] — [z’, z,]une application linéaire telle que y (0) — 
— z', y (1) — z;; de toute évidence | y’ (t) | = L. Puisque à (y (t). 
0D) > tl pour tout t € [0, 1], on a en vertu de (ÿ) 


1 
HORMIS Tr dt=2eVT. 
à tl 
De façon analogue on obtient la majoration |f (2) —f(z)1< 
< 2c VI. 
Le segment [z;, z;] est de longueur inférieure à 32 et ses extré- 
mités sont situées à une distance =>! de 0D. En se servant du fait 


*) Avec une constante dépendant de D, G et de l'application envisagée. 
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que la frontière 0D est de classe C* et que la courbure de ses sections 
par des plans à deux dimensions est bornée, on peut affirmer que 
pour tout z € [z,, z'] et l, assez petit on a 6 (z, 9D) > L/2. En utili- 
sant une fois de plus la majoration (7) on trouve que |f (2) — 
— f (27) | 8c 1/21 et, en combinant les majorations obtenues, que 
|f()—fG)I<ceVI=c]z —z" |, où c est une constante 
dépendant uniquement des domaines D et Get de l'application 
envisagée. 

Reste à remarquer que de la dernière majoration qui est valable 
pour tous points z’, z” € D il résulte qu'il est possible de prolonger 
par continuité l'application f à l’adhérence de D et de plus ce pro- 
longement sera justiciable de la même majoration dans cette adhé- 
rence. 


Remarque. On voit sur la démonstration de ce théorème que sa 
version locale est valable aussi: si des domaines D et G satisfont 
aux conditions du théorème en certains voisinages de leurs points 
frontières et f: D —+ Gest une application holomorphe propre en- 
voyant un voisinage dans un autre, l’application f se prolonge dans le 
Dee voisinage à 0D avec une condition de Lipschitz d'exposant 
1/2. 


63. Principe de symétrie. Un puissant outil d'étude du comporte- 
ment frontière des applications de domaines à frontières R-analyti- 
ques est le principe de symétrie multidimensionnel proposé par 
S. Pintchouk *) en 1975 et développé ultérieurement par S. Web- 
ster **). Nous exposons ici les principes de cette méthode et cite- 
rons des exemples d'application. 

On dit qu'une hypersurface réelle S est R-analytique dans un 
polydisque de centre a (a = 0 pour simplifier) si elle est définie par 
S — {z2EU:p(z) —0}et 

p(z)=D(z, 2)= D cc", (1) 

IR, 11120 

où À —(k,,..., kh), L = (1, ..., L,) sont des multi-indices et la 
série converge dans le polydisque U X U & C*”. La condition de 
réalité de @ se ramène de toute évidence aux égalités c,; = Cyr pour 
tous k et Z. La surface S est dite strictement pseudo-convexe si la 
fonction œ est strictement plurisubharmonique et Vo 0 sur S 
dcf. n° 39). 

Commençons par la généralisation multidimensionnelle du prin- 
cipe de symétrie de Schwarz (cf. n° 42, tome f{). 


*) S. Pintchouk. Sur le prolongement analytique des applications 
holomorphes. Mat. sb., 1975, 98 (140), 3, 416-435 (en russe). 
**) S.M. Webster. On the mappings problem for algebraic real hyper- 
agurfaces. Jnvent. Math., 1977, 43, 53-68. 
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Théorème 1 (S. Pintchouk). Soient S = {œ (2) = 0} et S’ 

— {1 (z) — 0} des surfaces R-analytiques et strictement pseudo-con- 
vexes respectivement dans des voisinages UetV deC", D = {: EU: 
p (z) < 0} un domaine adjacent à S. Toute A f: D — C' 
holomorphe dans D de classe C! dans D |JS et telle que f(S) = S” 
se prolonge holomorphiquement à S. 


> Il suffit de prouver que f se prolonge holomorphiquement à 
un voisinage d'un point arbitraire & € S qui comme f (£) peut être 
considéré égal à 0. Pour ne pas compliquer la démonstration par des 
détails techniques on se bornera au cas où r = 2. 

Soit WW (w, w) une fonction holomorphe dans VxV telle que 


d (w) = Ÿ (w, w). La condition f (S) & S’ s'écrit alors 


Y (f (2), f (z)) = 0 pour tout zE€S. (2) 

Désignons par eme £ l'opérateur de Cauchy—kRie- 
2 < _ 

mann tangentiel sur S (cf. n° 31). Puisque par hypothèse 


fvEO (D) N C!(D), on a uf=(uf,, uf:)=0 sur S et en appliquant 
cet opérateur à (2) on obtient 


D Ua), F()) ufs(2)=0 pour tout 2€. (3) 
va=i 
I1 faut résoudre maintenant le système d'équations (2)-(3) au voisi- 
nage du point z = 0 par rapport à f, (z) et f, (z). D'après le théorème 
des fonctions implicites ce système admet une solution si le déter- 
minant *) 


Si @) = U (2)) 


A(z)=| 2 ue Æ 0. 
2e — ( (2) uf, (2) > - nee Ve) ui, () 


v=i 


(4) 
Pour le prouver on remarquera tout d'abord que uf 0 sur S. En 
effet, si en un point quelconque de S on a simultanément 


es amd 


0 (F1, fa) 


le jacobien + —0 en ce point (par hypothése Vp=#0). On 


21 
voit sur la démonstration du théorème 1 du n° 61 que la stricte pseu- 


0Y (w, o) (719 
d@, 


*) On a tenu compte du fait que 


(w)- 


o=v nr 
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do-convexité de $ et S’ entraîne la non-nullité du jacobien sur $. 
Si uf 0, il existe en vertu de (3) une fonction kÀ 0 sur S telle que 


(HG) = R(e)ufa(o), (FC) = —h (0) ufi (e) 


et en portant ceci dans (4), on trouve que 


2 
a z)=Ah (z \\ a — uf,uf,. 
(2) (2) 1, Ou dy 1 (2) fau 


LL, V= 
Puisque + est strictement plurisubharmonique et uf 0, on a 
À (z) 0 sur S (cf. n° 39). 
On peut donc se servir du théorème des fonctions implicites, et 
du système (2)-(3) on déduit que dans un voisinage U” de O 


Î, @) = 8, (f (2), uf (2)), v = 1, 2, (5) 


où les fonctions £g, sont holomorphes dans un voisinage du point 
(0, uf (0)) € C‘. Fixons maintenant un vecteur & € C* tel que les droi- 
tes complexes !, = {z = w& + À} coupent, pour À € C* assez petit, 
S NA U transversalement suivant un arc analytique y;. Les fonctions 
7 sont R-analytiques en & dans un voisinage de y;, et f, (dE + à) 
sont holomorphes dans cette région du voisinage où @ (&6Ë + À) < U, 
donc les fonctions uÿf, TA sont holomorphes aussi dans cette région. 
De (5) il s'ensuit que sur y; les fonctions 
f, (66 + À) prennent aussi leurs valeurs sur 
des arcs R-analytiques et d'après le prin- 
cipe de symétrie de Schwarz pour une seule 
variable, ces fonctions se prolongent holo- 
morphiquement à un voisinage (bilatéral) 
de y:. 

Enfin, on peut légèrement modifier «w 
en prenant w’ C-linéairement indépendant de 
w et prouver exactement de la même façon 
que les fonctions f, se prolongent holomorphiquement à l'extérieur 
de D à chaque droite complexe de direction w” (fig. 54). Par une 
transformation linéaire non dégénérée amenons © et w’ en coïnci- 
dence avec les directions des nouveaux axes de coordonnées. Le théo- 
rème de Hartogs (n° 6) nous permet alors de conclure que les fonc- 
tions f, sont holomorphes au voisinage du point z — 0. 


Passons à l'exposé du principe de symétrie sous la forme propo- 
sée par S. Webster. Soient donnés une surface R-analytique 
S = {p (z) = 0}et un point z proche de S ; on appelle points symétri- 
ques de z par rapport à S les points de l’ensemble 


Q, = {wEU: D (2, w) = 0}, (6) 


Fig. 54 
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où ® est une fonction de (1). Le symétrique d’un point z sera un 
point pour nr — À et une hypersurface complexe pour nr > 1. En 
aa si s — {2€ C": |]z|—=1} est la sphère unité, alors 


= {w € C': DE — 1} est un hyperplan complexe {(w, z) —1} 


ou au vecteur w. De plus, si |z |<<1, l'inégalité de 
Schwarz nous donne |w | > 1/|z | >> 1 pour tout w € Q,, de sorte 
que @, est extérieur à la sphère S ; si |[z [=> 1, Q, coupe S (pour s’en 
assurer il suffit de tracer une droite complexe passant par z et l’ori- 
gine des coordonnées). 


% Montrer que pour r — 1 lorsque la courbe S est un segment de 
droite ou un arc de cercle, la symétrie envisagée est confondue avec 
la symétrie ordinaire. % 


Sur la propriété des coefficients de la série (1) on voit que 
O (z, w) = O (w, z), d'où il résulte que Q,, = {2 EU: ® (w,z) =0} 
peut aussi être défini par l’équation © (z, w) = 0. On obtient 
la propriété de symétrie suivante: 


si w € Q., alors z € Q.. (7) 


Théorème 2. Soient données dans C" deux hypersurfaces R-analyti- 
ques S, = {z2E U,:@p,(z) —0} et une application holomorphe 
f: U, — U, telle quef (S,) € S,. Pour tout point z E U, on a alors 


Î (Qi) (eus Qérrs (8) 
où Q! (resp. Q)) est une surface symétrique d'un tel z (resp. f (z)) 
par rapport à S, (resp. S: 


> Soient ®, une fonction holomorphe dans U, X U, liée à 


, par la relation (1),et fu (z) = f, (2) une fonction holomorphe dans 
UÜ, dont les coefficients du développement de Taylor sont conjugués 
complexes des coefficients homologues de f, (mu = 1, ..., n) (on 
admet comme plus haut que l/, sont des polydisques de centre Ü). 
Désignons par À, l’ensemble analytique {®, (z, w) = 0} de dimen- 
sion 2n — 1 dans U, X U, et supposons sans nuire à la généralité 
qu'il est irréductible et que ®, est sa fonction déterminante. Cet 
ensemble contient S, = {®,(z, z) = 0} = À, f] {w — z} en tant 
que sous-variété réelle “de dimension (réelle) ‘on — 1 (cf. n° 17). 


La fonction ®,(f(z), f(w)) est holomorphe dans U, X U,, 
nulle sur S,, car w —z, f(w) —f(z), donc O,(f(z), f (w)) = 
— : (f (z)) — 0. D’après le théorème d’unicité du n° 66, on en dé- 
duit que D, (f (z), f (w)) s'annule sur l’ensemble À, tout entier. 
Mais alors en vertu du théorème de Weierstrass de division (n° 23) 
il existe une fonction kREO(U, X U,) telle que pour tout 
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(4 w) EU, X U, 
D, (f (2), f (w)) = k(z, w) ®, (z, w). (9) 


Ceci entraîne la proposition du théorème: si 2€ U, et 
Qi= {wEU;: D, (z, w) = 0}, alors pour tout point w € Q! l'image 
f (&) vérifie en vertu de (9) la relation ®, (f (2), f (w)) = ® (f (2), 
f (w)) = 0, i.e. appartient à l’ensemble Q%4, <4 


Corollaire. Si dans les conditions du théorème précédent l'applica- 
tion f est biholomorphe, alors f (Qi) = Q% en tout point : € U.. 


> Pour prouver ce corollaire il suffit d'appliquer le théorème 2 
non seulement à f, mais aussi à sa réciproque f"!. 


Donc les applications biholomorphes de voisinages de surfaces 
R-analytiques laissent invariants les ensembles de points de symé- 
trie par rapport à ces surfaces. Pour z = 1 ces ensembles sont compo- 
sés de points et leur existence n'est pas essentielle. Mais pour n > 1 
cesensembles sont de dimension >>0 et exercent une grande influence 
sur la structure de ces applications. 

Comme exemple élémentaire d'utilisation de l’invariance des en- 
sembles de symétrie citons le résultat suivant qui est insolite du 
point de vue de la théorie des fonctions d’une seule variable. Il se 
trouve que si un morceau de boule aussi petit que l’on veut, adjacent 
à la frontière, s'applique biholomorphiquement sur lui-même, cette 
application est nécessairement réalisée par une fonction homographi- 
que. Ce résultat rappelle le théorème classique de Liouville qui dit 
que pour x >> 2 toute application conforme d’un voisinage U & R' 
se prolonge en une fonction homographique dans R”. 


Théorème 3. Soient B—={z2EC": |z|<1} une boule et 
U—{|]z:—-a|<e} un voisinage d'un point frontière a. Si 
f: BNU-—C'est une application biholomorphe de classe C'(B NU) telle 
que f (0B NU) & 9B, elle se prolonge pour n > 1 en ur automor- 
phisme biholomorphe de la boule tout entière et par suite est une 
fonction homographique. 


> D'après le théorème de Pintchouk l'application f se prolonge 
holomorphiquement à un voisinage du point a, pour fixer les idées 
U. Supposons d'abord que nr =2; pour tout point wEUXB 
suffisamment proche de a, l’ensemble Q,, des points symétriques de 
w sera une droite complexe orthogonale au vecteur w et coupant la 
sphère S — 9B suivant un cercle y (cf. l’exemple ci-dessus). D'après 
le corollaire du théorème 2 l’application f transforme cette droite en 
l'ensemble Q,) qui est aussi une droite complexe (fig. 55). Puisque 
f envoie S dans S, on a f (y) = Qym NS, i.e. encore un cercle, et 
25—0848 
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d’après un fait élémentaire de théorie des fonctions d’une variable la 
restriction de f à Q,, est une fonction homographique. 

On peut en dire autant de la restriction de f aux droites complexes 
parallèles à Q, et suffisamment proches d'elle ainsi que de la res- 
triction de f à une famille de droites parallèles à une autre direction. 
Par une transformation linéaire non dégénérée on peut transformer 


ces familles en familles de droites complexes parallèles aux axes :, 
et z. La fonction f sera alors homographique en :, pour tout :, fixe 
pris dans un voisinage u, et homographique en z, pour tout z, fixe 
pris dans un autre voisinage u,. D’après le théorème de Hartogs (n° 6) 
elle est homographique dans u,Xu,, donc partout dans C2. 
Raisonnons par récurrence. Supposons que ce théorème est valable 


pour r — 1 > 2. Fixons un point w € U X B suffisamment proche 
de a et remarquons que @,, sera un plan complexe coupant B suivant 
une boule de dimension complexe z — 1 et d’après le corollaire du 
théorème 2 l'application f transformera Q,, en le plan de même di- 
mension Q;œ» et de plus f(B NQu) = B NQ;w) par hypothèse, 
i.e. on a encore une boule à z — 1 dimensions. Donc la restriction 
f low Sera une fonction homographique. Idem pour la restriction de 
f aux plans voisins parallèles à Q, et pour la restriction de f à une 
famille de droites complexes parallèles et transversales à Q,. En 
se servant de nouveau du théorème de Hartogs on peut affirmer que 
la fonction f est homographique. < 


L'histoire de ce théorème est assez intéressante. H. Alexander en 
a publié en 1974 une démonstration assez compliquée qui par la suite 
a été considérablement simplifiée par S. Pintchouk grâce à son prin- 
cipe de symétrie. La démonstration assez élémentaire produite ci- 
dessus est due à S. Webster. Le théorème d’Alexander a créé une 
forte impression par le caractère inhabituel de son énoncé. Mais il 
s’est avéré par la suite que le fait que l’invariance, au moins en un 
point, d’une sphère par une application biholomorphe entraîne son 
invariance globale a été découvert par Poincaré déjà en 1907. Poin- 
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caré a écrit l'équation de la sphère dans C° sous la forme y, — |z1 À 
(cf. exercice 18 du chap. Ï) et à partir des conditions locales d’inva- 
riance d'une portion de cette sphère par des applications biholo- 
morphes il à établi que ces applications doivent être homographi- 
ques. 

Ce résultat a été considérablement renforcé. 


Théorème (S. Pintchouk *)). Soient D et GC" des domaines 
strictement pseudo-converes à frontières simplement connexes 
R-analytiques, U un voisinage d'un point aEO0D. ÀAlors toute 
application holomorphe non constante f:U—C" telle que 
f (U ls, € 0G se prolonge en une application biholomorphe de D 
sur 


Signalons en conclusion que dans le travail cité à la page 381 
Webster s’est servi du principe de symétrie pour prouver que les 
applications biholomorphes dans des domaines de C” définies par 
les conditions P, (z, z) = 0, où P, sont des polynômes, sont néces- 
sairement réalisées par des fonctions algébriques. 


64. Champs de vecteurs. Pour étudier les propriétés frontières 
des fonctions et applications il est utile de se pencher plus longue- 
ment sur la structure des champs de vecteurs sur les frontières des do- 
maines ou, plus généralement, sur des variétés différentiables de C”. 
Supposons qu’une telle variété M se représente localement dans un 
voisinage Ü par les équations 


Pi (2) =... = pa (z) = 0, (1) 
où p, sont des fonctions réelles de classe C? et que dans U 

dpi (7) À -.. À dx (2) 0, (2) 
i.e. les vecteurs V@,, ..., Vo: sont R-linéairement indépendants 


(cf. n° 17). Alors dimRM =r—=2r —k 
On rappelle qu'un vecteur tangent à M en un point & € M est 
par définition 
n 


d 
X,= Da, (0) 7 + as . 
si X:(p,) = 0 pour u = 1, , K. 


Par abus de langage on appellera vecteur tangent non pas le a 
X} mais le vecteur 


Z;= D a, (E) = Si ReZ(qy)=0 pour p=1,...,k. (3) 


*) S. Pintchouk. Sur les PTE oe holomorphes d’hypersurfaces 
R-analytiques. Mat. sb., 1978, 105, 14-593 (en russe). 


25% 
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Le vecteur (3) est dit tangent complexe si iZ: est aussi tangent, i.e. 
Ze (pu) = 0 pour u = 1, ..., k. L'ensemble des vecteurs tangents 
à M en & forme un plan tangent 7} (M) et l’ensemble des vecteurs 
tangents complexes, un plan tangent complexe TE (M) = T: (M) N 
NiT:(M) (cf. n° 17). 

Il est évident que dim 7}; (M) =7r, i.e. à dim M; quant à 
dim 7? (A1), elle dépend non seulement de r, mais aussi de la 
position de T} (M) dans C”. Plus exactement (cf. n° 17), si parmi 
les vecteurs V, il en existe 4” k qui sont C-linéairement indé- 
pendants, i.e. s’il existe un ensemble d'indices {j,, . .., jr} € 
C {1, ..., k} tel que 


ps, À --: À da (8) 0 (4) 


et si ce nombre k’ est maximal, alors dim <T? (M) = nr — k. 

Si le point & € M est variable, les familles des plans tangents T'} 
et T? forment les fibrés T (M) et T°(M) respectivement. Les sections 
de ces fibrés, i.e. les fonctions (continues ou de classe C?) qui à tout 
point & € M associent le vecteur tangent respectif s'appellent champs 
de vecteurs (cf. n° 27). Quand on étudie des champs de vecteurs com- 
plexes, on exige généralement que 7? (M) soit de même dimension 
pour tout point Ë € M. Les variétés jouissant de ces propriétés s’ap- 
pellent variétés de Cauchy — Riemann ou, plus brièvement, CR-va- 
riétés. La dimension complexe de T* (M) à condition qu’elle soit la 
même pour tout & € M s'appelle CR-dimension de M et se note 
dim cRM. 


Exemples. Un exemple trivial de CR-variétés nous est fourni 


par les variétés totalement réelles *) M telles que T? (M) = 0 pour 
tout GE AI. Les hypersurfaces réelles S € C”* de classe C1 sont 


aussi des CR-variétés, car dim TE? (S) — n —1 pour tout CES. 
Sont aussi des CR-variétés toutes les variétés génératrices M & C”: 
la condition (4) avec #’ = k est satisfaite en tout point de M et par 
conséquent dimcrM =n—k=—=r—n. Les variétés complexes 
maximales sont des CR-variétés: en effet, dimcr (M) = 
= À (dim RM — 1). 
La variété M = {z € C?: z, = |z, |} qui est de dimension réelle 
2 n’est pas une CR-variété, car T£ (M) = 0 pour & 0 et TS (M) 
est la droite complexe {z, = 0} formée par les vecteurs a—— 
1 
(a EC). 


*) Voir n° 17 pour la terminologie utilisée ici. 
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% Montrer que les équations de Cauchy — Riemann tangentiel- 
les pour une fonction de classe C1 sur une variété génératrice (1) 


sont de la forme 6f À 6m, À -.. /\ dm: = 0. % 


Quand on étudie des ue complexes sur des variétés 


M © C", on envisage simultanément à T-et T? le plan tangent com- 
mun ©; (M) composé des vecteurs de a forme 


Z= D a,@ +6, (0 2 (qu) = 0. 
v=i d 


Lt ss (9) 


I1 est plus commode aussi d'étudier les sections du fibré & (MW), 
i.e. les champs de vecteurs communs sur des CR-variétés. 

Supposons que les équations (1) définissent une CR-varieté 
M © C"' telle que dimr M =r et dimcrM = I. Une base de champs 
de vecteurs complexes sur M est formée par les champs 


. 6) : 
Z,0= D au i=1, 0 (6) 
v=i 
si en chaque point & E M les ALL Z; (£) sont C-linéairement in- 
dépendants et Z;(p,) — pour u=—=Â, , k(ie. Z,;(0E€E 
€ T$ (M)); une base de Eh de vecteurs ane est tortues par 


les champs Z;(£) de (6). par leurs conjugués complexes Z, (E), 
j =1,..., 7/1, ainsi de par les champs 


x Q=Re Ÿ b,; D j=1, ..) r — 2l, 


vai 


qui en chaque point & € M appartiennent à T: (M) et sont linéaire- 
ment indépendants de (6). 

En particulier, pour l’hypersurface réelle S = {z € C": œ (2) = 
= 0} on a dim RM = 2n —1, dim crM = nr — 1 et les champs 


7, D 0m 00 10-00 
1° O2n 02j 02] in ? Ozn 0j 02} On 
j=1, ...,rn—1, 
re l'ôm À -ôù 9 
+ (= = — ] f 
Fr 2 Ov VZv  OZv dy () 


DU une base de sections de ©($) dans un voisinage où 
0. 


| 
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Le dernier champ peut être mis sous la forme À, = Re T, où 


T = S ER = (8) 


p°] 
vai Ÿ 


est un champ de vecteurs sur $ qui en tout point & € S est orthogo- 
nal à TE (S) dans 7; (S) (ce champ est de même direction que le 


vecteur iVo correspondant à T, cf. n° 17). La situation devient plus 
claire si en un point a € S on choisit les coordonnées de telle sorte 


qu'en ce point = 0 pour v—1,..., nr —1 et Æ — 1. On 
ce LL 

a alors en ce point 7, (S) — {r, — 0}, TS(S) — {z, = 0} et les 

vecteurs Z,; — - pour j =1Â,..., nr — 1 (ils forment une base 

dans T°) et Fe = _ a 


À titre d'exemple d au nlication des notions envisagées ici citons 
un théorème simple de prolongement local de CR-fonctions définies 
sur des variétés non génératrices (ce théorème a été démontré par 
R. Wells en 1969). 


Théorème 1. Soit donnée une CR-variété M &C" telle que 
codimrM = k et dim cRrM =n—k", où k°’<k. Alors dans un 
voisinage assez petit U d'un point a € M il existe une variété génératrice 
M = M NU, codimrM = k’, telle que toute CR-fonction f définie 
sur M (\ U se prolonge en une CR-fonction sur AM. 


b Sans perdre en généralité on peut convenir que a = Ü et que 
dans U la variété M est définie par le système (1) sous la condition 
(2), en outre 0, /\ .-.. À 0px — 0, mais dp, À\... À 0px’ 0. 
Quitte à effectuer un changement de coordonnées C-linéaire dans C”, 
on peut admettre que le plan tangent 7, (M) est confondu avec le 
plan de coordonnées x,, ..., z,-, (on admet que z, = x; + itzn+;) 
et désigner les autres coordonnées par Yi, - + +, Yn- D' aprés le théo- 
rème des fonctions implicites, la variété A7 peut être définie locale- 
ment par l'équation vectorielle y = 1 (x). où 1 est une fonction de 


classe C1. Posons , (x, y) = y; —vŸ;(x), où j =1,...,k; la 
variété M se décrit alors (localement) par les équations p, = ... 
- = pa = 0. 


Puisque dim T<(M) = n—k', parmi les vecteurs Vy; (0) il 
en existe k’ C-linéairement indépendants qui seront supposés être 


les À” premiers. Alors dv: Nes Â9Px 0 en 0, donc dans un 
voisinage de O0, dans U par exemple. Considérons la variété 
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M = {zEU: P; Dr Pa (z) =0}; cette variété est génératrice, 
puisque dimcr M = n—%k", où k’—codimr M (cf. n° 17); il 
est évident qu'elle contient M f\ U. 

La variété M se décompose en variétés deux à deux me 
Mi ={p =... = =0, Qui =én -.. Pre = fr}, 
 — (1, - , tar") est un point d'un voisinage assez petil de 
OER#-4 . Chaque M, se déduit de M par une translation de vecteur 
ayet Tita, (M1) = Te (M); la dimension de ces espaces étant égale 
à n — k — dimcre M, en chaque point 2€ M, on a T°(M,) — 
= TS (M). 

Définissons le prolongement de f à M par la condition 


Î (È+ as) =f(d), où EM. Puisque f satisfait sur M aux conditions 
de Cauchy — Riemann tangentielles, on a Z£(f) = 0 pour tout 
vecteur Z € TE (M) et tout point É EM (cf. n° 31). Pour tout 


Z € TE+a, (M) on a alors Zita, (f = Ze (P) = Ô, ji.e. f est une 
CR-fonction sur M. 7 


Donc pour les variétés non génératrices le prolongement local de 
CR-fonctions à des variétés génératrices se réalise au moyen d'une 
simple translation. Bien plus compliqué est le prolongement de 
CR-fonctions définies sur des variétés génératrices. Un cas parti- 
culier — mettant en jeu des hypersurfaces réelles — est étudié au 
n° 52 (cf. théorème 1). Les autres aspects de ce problème sont envisa- 
gés pour des variétés de codimension plus élevée dans l’article de 
G. Henkine et E. Tchirka paru dans Problèmes modernes de mathé- 
matiques, t. 4, Moscou, VINITI, 1975, p. 13-141 (en russe). 

Arrêtons-nous maintenant sur la notion de crochet de deux 
champs de vecteurs. Supposons qu'une CR-variété est définie par 
les équations (1) sous la condition (2), mais @; € C* (U). Si 


Z= S a, ©. Z(p}=0, j=1,...,k, (9) 


=! 


est un champ de vecteurs complexe sur M, et Z, son conjugué 
complexe, la composition 
GER }= 


7-(Da )(Z à à 


=D(3aË) 24 5 où 


væl p=i u, v=li 
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ne sera pas un champ de vecteurs à cause de la deuxième somme. 
Pour l’éliminer on considère le commutateur 


(Z, Z]l=ZoZ2—7Z0Z2— 


ñn n e . n n j ; 
=> (> ge le à i Gy a 
Væmi pri VO 41 pi h 


qui s'appelle crochet de Poisson des champs Z et Z : la somme super- 
fÎlue disparaît par soustraction et l’on obtient un champ de vecteurs 
commun qui est une section du fibré € (M). Il est facile d'obtenir à 
partir de là un champ réel, i.e. une section de T (M): il suffit de 


remplacer [Z, Z] par ilZ, Z], les coefficients de 0. et A seront 
Ôzy d 


alors conjugués complexes et, en vertu de ce qui a été dit au début 
du numéro, on peut considérer à la place de à {Z, Z] le champ 


n 


W=—Y (> ia, =) — , (10) 


Ô0z 
vi ei he 


pour lequel seul Re W (@;) = 0 pour j = 1, ..., k. Ce champ sera 
aussi appelé crochet de Poisson des champs Z et Z. 

Le crochet de Poisson est lié à la forme de Levi dans le cas d’une 
hypersurface. 


Théorème 2. Si S — {2E U: (2) — 0} est une hypersurjace 
réelle de classe C*?, Z: Z (@) = 0 un champ de vecteurs complexe sur S, 
et T un champ de vecteurs sur T (S) de la forme (8) orthogonal à T° (S), 
alors en tout point CE S le produit scalaire hermitien 


(W, The = H; (, Z), (11) 


où W est un crochet de Poisson (10), et H, la forme de Levi de la fonc- 
lion ©. 


> Si W est un champ de la forme (10), et T de la forme (8), alors 


(W, T)=— > dy _ ni (12) 


ôzy En 


H, Val 


(nous avons interverti les indices u et v). De la condition 


LL 


Ô 
Z(v)= » au 7 — 0, 
u=i 
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qui est satisfaite par Z, on déduit au moyen d'une dérivation *) que 


n 

r, (= 2 du —— }=0, væ=i, ie gite 
24 Vu Zu dv 

js 1 Ÿ k 


En multipliant ces deux égalités par a, et en additionnant, on trou- 
ve que 


LO 


Par définition de la forme de Levi (cf. n° 3%), ceci est la valeur de 
cette forme sur le vecteur Z, puisque 
(12) est confondue avec (11). 


Remarque. Si la forme de Levi de 
la fonction ne s’annule pas sur des 
vecteurs tangents complexes Z + 0 
(par exemple, si $ est une surface 
strictement pseudo-convexe. cf. n° 39), 
le théorème 2 nous dit qu'en chaque 
point le crochet à [Z, Z] (plus exacte- 
ment, le vecteur W correspondant) 
possède une projection non nulle sur le vecteur T orthogonal dans 
T (S) au plan tangent complexe T° (S), donc ce crochet est trans- 
versal à TC (S) (fig. 56). Cette remarque sera utilisée au numéro 
suivant. 


Fig. 56 


65. Propriétés frontières des fonctions. Considérons quelques appli- 
cations des notions étudiées au numéro précédent. Commençons 
par le résultat de A. Toumanov**) qui fait intervenir la structure 
des champs de vecteurs sur des hypersurfaces. 


*) En dérivant on admet que le champ Z a été prolongé à un voisinage de S 
sous la condition Z (@) = 0. On peut réaliser ceci de la manière suivante: 
soient Z un C!-prolongement arbitraire de Z et T un champ de la forme (8): 
alors le champ 


_> (GT) 
2=2— Tor 


sera le champ cherché. En effet, la condition Z (q) = 0 équivaut à (Z, T) — 
et il est évident qu’elle est remplie dans un voisinage de S, puisque (T, T) — 


= | Vo |?. De plus Z\s — Z et (Z, T)—0 dens ce voisinage, de sorte que ce 
champ est confondu avec Z sur S. 

**) A. Toumano v. Sur les valeurs frontières des fonctions holomorphes 
. RUE variables complexes. Uspekhi mat. naouk, 1974, 29, 4, 158-159 
en russe). 
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Théorème 1. Soient D — {z EC: q(z) < 0} un domaine dont 
la frontière S est de classe C* et E un sous-ensemble de S tel que 
MESan LE > 0 et en outre la forme de Levi 


H,(®, Z) #0 pour tout LEE et ZETE(S), ZÆO. (1) 


Si la fonction f € C® (D}est holomorphe dans D et réelle sur E, elle est 
<onstante. 


»p La fonction f satisfaisant sur S aux conditions de Cauchy — 
Riemann tangentielles, on a Z (f) = O0 pour tout champ de vecteurs 
complexe sur S. Sur l'ensemble E où f est réelle, on a aussi Z (f) = 
— 0, donc le crochet [Z, Z] (f) = 0 pour tout Z € T° (S). Mais d’après 
la remarque de la fin du n° précédent la condition (4) implique que sur 
E le crochet [Z, ZI est transversal à T° (S). Donc sur E le vecteur 


tangent commun Z € £ (S) se représente par la somme de vecteurs 
de T° et T° et d'un vecteur C-proportionnel au crochet, donc Z(f) 0 


pour tout CEE et tout ZE ©;(S). Il s'ensuit de là qu’en tout 
point CEE les dérivées de f suivant toute direction de 7} (S) sont 
nulles, i.e. f [= = Const. 

Dans le cas élémentaire où Æ contient un sous-ensemble ouvert 
«le S, de ce qui précède on déduit sans peine, en envisageant la res- 
triction de f aux droites complexes coupant ce sous-ensemble et en 
appliquant le théorème frontière d’unicité pour les fonctions d’une 
&eule variable, que f = const dans un voisinage de D adjacent à ce 
sous-ensemble, donc f — const partout dans D. On aboutirait à la 
même conclusion dans le cas général où mes., .£ > 0; la démons- 
tration détaillée figure dans le travail de L. Aïzenberg *). <« 


Du théorème 1 il s'ensuit que si D € C”, nr >> 1, est un domaine 


strictement pseudo-convexe et f € © (D) fN\ C* (D) telle que | f | — 
= c = const sur E£ € 0D, mes,,  E > 0, alors f = c. (En effet, 
pour c = 0 l’assertion découle du théorème frontière d’unicité men- 
tionné en fin de démonstration, pour c = Ü le théorème 1 peut être 
appliqué à la fonction g = In | f | holomorphe dans l'intersection 
de D avec un voisinage de £.) Pour z = 1 ce résultat est faux : dans 
le cas du disque unité U € C un contre-exemple nous est fourni par 
les produits finis de fonctions homographiques qui sont des auto- 
morphismes de Ü. Pour nr >> 1 la condition de stricte pseudo-con- 
vexité qui assure (1) est essentielle ; sans cette condition le résultat 
sera faux aussi : la fonction non constante f (£) = z, est de module 1 


*) L. Aizenberg. Certaines propriétés frontières des fonctions analy- 
tiques de plusieurs variables complexes. Dans le recueil: Recherches sur les 
problèmes modernes de théorie des fonctions d’une variable complexe. Moscou, 
Fizmatguiz, 1961, 239-241 (en russe). 
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sur le sous-ensemble ouvert {| z, | = 1, | z, | << 1} de la frontière du 
bidisque U*. 

Les fonctions intérieures dans le disque Ü qui sont des fonctions 
bornées holomorphes et non constantes dans Ü dont le module tend 
vers 4 presque partout sur $ = OÙ lorsque z —+ S suivant un rayon 
sont importantes en théorie des propriétés frontières des fonctions 
d’une seule variable. Le théoremè de 
Toumanov montre que pour n > 1 il 
n'existe pas. dans les domaines stricte- 
ment pseudo-convexes, de fonctions inté- 
rieures qui soient de classe C? dans les 
adhérences de ces domaines. La condition 
de C?-dérivabilité a été affaiblie par la 
suite par de nombreux auteurs, notam- 
ment par A. Sadoullaev qui a prouvé en 
1976 que toute fonction holomorphe dans Fig. 57 
un domaine strictement pseudo-convexe 
DC, n>1,et possédant des limites radiales de modules 1 en 
tous les points d’un sous-ensemble ouvert non vide £ € D est 
constante. 

L'hypothèse des fonctions intérieures en vertu de laquelle ces 
fonctions n'existeraient pas dans des domaines strictement pseudo- 
convexes de C” pour nr >> 4 a été réfutée par A. Alexandrov *). En 
effet, ce mathématicien de Léningrad a prouvé en 1982 que ces fonc- 
tions existent mème dans des boules de C* pour tout n. 

Les propriétés suivantes caractérisent la structure des frontières 
des domaines de l’espace C” pour nr >> 1. Les directions tangentielles 
complexes et la direction T orthogonale au plan complexe se distin- 
guent parmi les autres directions sur ces frontières. [l se trouve que 
les fonctions holomorphes n'ont pas le même comportement fron- 
tièére pour tous les types de direction. 

A titre d'exemple mettant cette différence en évidence on exhi- 
bera un résultat obtenu par E. Tchirka **). Pour énoncer ce résultat 


UT le vecteur unitaire normal à 0D au point 


&. par Ôg (z) = | Re (z — G, Ve)| la distance de z au plan tangent réel 

T. (0D) et considérons pour &, k > 0 et e € ]0, 1[ fixes le domaine 
KA; = {(2ED:|(G— EE v) |< (1 + @) 6 (2), 

|z— CF <kdt®(:)}. (2) 

Ce domaine est tangent à 0D dans la direction 7? et forme un 

angle aigu avec 0D dans la direction T (fig. 57). En effet, si z appar- 


désignons par vr; — 


*) A. Alexandrov. Existence des fonctions intérieures dans une 
boule. Mat. sb., 1982, 118, 2, 147-163 (en russe). 
**) E.Tchirka. Théorèmes de Lindelôf et de Fatou dans C*. Mat. sb., 
1973, 92, 622-644 (en russe). 
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tient à l’hypersurface I passant par vs et T°, alors [(z2 — Ë, ve) | = 
— Ô, (z) et la première condition de la définition de X; est auto- 
matiquement remplie; quant à la deuxième, elle entraîne 
E2+ n°? <An!te (la signification de E et n est claire sur la figure); 
l'intersection 0ÆX: M I est la surface EË? + n° = kn!+e qui est tan- 
gente à 7? au point €. Si z appartient à l'hyperplan IL passant par 
vtet Tr, alors [(2 — &, ve) | = |: — & |, donc pour les z assez pro- 
ches de &, la deuxième condition de la définition de ÆÀ} résulte de la 
première ; quant à la première, elle entraîne E? + n° << (4 + a)?n°; 
au voisinage de © l'intersection OX? f\ II est un couple de plans 
sécants £ = + V2 + an. 

En théorie des fonctions d’une seule variable complexe il existe 
un théorème qui dit que si une fonction holomorphe et bornée dans 
un domaine D tend vers une certaine limite lorsque z + & € 0D 
suivant la normale , elle tend vers la même limite lorsque z —+ à 
suivant une direction quelconque non tangente à 0D (théorème de 
Lindelôf). Un exemple simple montre qu’il faut exclure les passages 
à la limite suivant des directions tangentes: la fonction f (z) = e-!/° 
est holomorphe et bornée dans le disque {[z— 1| 1}, au point 
frontière z = 0 sa limite est nulle suivant des chemins non tangents 
et n'existe pas suivant des chemins tangents. Pour n >> 1 la situa- 
tion est différente : le passage à la limite suivant des directions tan- 
gentes, plus exactement, suivant des directions tangentes complexes, 
est licite. On a le 


Théorème 2 (E. Tchirka). Si une fonction f holomorphe et bornée 
dans un domaine D & C" tend vers une limite À lorsque z— C € 0D 
suivant la direction de la normale réelle (ï.e. la droite z = E + tv, 
tER), elle tend vers la même limite lorsque z — © suivant des points 
zEK} ND, où K: est le domaine défini dans (2). 


D Pour simplifier, la démonstration sera effectuée pour le cas 
où le domaine D est la boule unité B (le cas général est traité dans 
l’article de E. Tchirka cité plus haut). Sans perdre en généralité on 
peut admettre que © = (’O, 1); puisque  (z) = | z |? —1, il vient 
V =2zet vs — C. Désignons par T° le plan complexe tangent à 
0D en & (ce plan est défini par l’équation z, = 1 de par le choix du 
point €), et par 73 = {(’z, 1 — À): ’z € C"-1} le plan parallèle 
à T°. 


Elucidons la forme de l'intersection B;, — T; NB. Pour cela 
menons par 6 une normale complexe NC = {(0,t): 1€ C} à 9B; 
cette normale coupera 7? au point c; — (0, 1 — À). L’intersection 
Ti N9B est définie par les conditions |’z [2 + | 1 — À [2 = 1, 
Zn = 1 — À, la première se mettant sous la forme | ’z | = 2 Re À — 
— | |. Donc PB; est une boule de 7; de centre c;, et de rayon 
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R ,= V2ReA— à: 
B;, = {2E Ti: |z—c,|<R;)}. (3) 


Voyons maintenant quelle est la forme de l'intersection 
B, = Ti NX; Les inégalités définissant ÆX}; s’écrivent 
ici: [za —1|[<(4<+a)lRe(z, —1)|, l':FP+]z;, —1fF< 
<k]|Re(z, — 1) |!+. Puisque z, — 1 — —À sur 7x, B; est dé- 
finie par les inégalités | À J<(<+a)|Rer|l, l'zf° < 
<k|Rel!+te — |A |?, i.e. est aussi une boule de TX} de même 
centre c, et de rayon Rj = Vk | Re À [te — j A [°: 


= {2ETi:|2—ci|<R;}, |[A| <(1+a)|ReAl. (4) 
Le carré du quotient des rayons des boules B; et B, 


(FE) EtReR DMEUUE k| Res 
Ri | TT  2ReÂ—IAl _ “2—]|A] |A/Reil' 


et comme |WRei|<1+a, on a Rjÿ/R;, —0 lorsque À —+ 0. 

La fonction f étant bornée dans B par hypothèse, pour fixer les 
idées |f (2) | < M, le lemme de Schwarz du n° 9 nous dit que 

2M 

[f()—f(ci) 1 < À |z—c;, | pour tout z2E€B, et |f(z2) — 
— f(c;) | <'2MRUR, pour tout 2€ B;. Le point c;, appartient 
alors à la normale complexe N° et tend vers & pour À —+ 0. D'après 
le théorème de Lindelôf pour une variable, appliqué au disque 
NE NB, l'existence de lim f (z) suivant la normale réelle et la 


condition [|A|< (1 + a) Re À | entraînent  l’existence de 
Au f (cx) = À. Puisque Fe — 0, la dernière inégalité nous per- 


it de conclure que f (z) tend aussi vers cette limite lorsque z — Ë, 


:€K 
. que ce théorème est mis en défaut pour des directions 
tangentielles arbitraires : la fonction f (2) 


= À est holomorphe et 
—— 21 
bornée dans la boule unité BC car |f(2) | << re < 2, et 
7 121 
tend vers des limites différentes lorsque z tend vers le point frontière 
& = (1, 0) suivant les surfaces 1 — z, — Àz? tangentes à 0B en &£. 
Ce théorème n'est pas valable non plus pour les domaines à frontières 
non différentiables : la fonction f (z) — sé est holomorphe et bornée 
dans le domaine {z € C2: |z | << |, 1}, mais elle tend vers des li- 


mites distinctes lorsque z —+ (0, 0) suivant des droites {z, = Àz.} 
distinctes. 
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Il est intéressant de noter que la limitation des fonctions impli- 
quée dans le théorème de Tchirka est parfois automatiquement assu- 
rée par des conditions moins restrictives. Le premier résultat du 
genre a été obtenu en 1982 par Yu. Drojinov et B. Zavialov qui 
ont prouvé qu’une fonction holomorphe dans un domaine D & C" 
est bornée lorsque z tend vers 0D suivant une direction non tangente 
si elle l’est sur une variété M, dim M — n + 1, coupant 0D. Ce 
résultat a été renforcé par Yu. Khouroumov *): 


Théorème. Soit f une fonction holomorphe dans un domaine 
DEC",n>1, à frontière de classe C' et soit & un point de 9D tel qu’il 
existe une variété génératrice à n dimensions M € D U {C} de classe 
C?. Alors si f est bornée sur M X {T}, elle le sera dans l'intersection de 
tout cône non tangent de sommet & avec le voisinage de &. 

De là on déduit que dans les conditions de ce théorème l’effet de 
Lindelôf est valable : l'existence de la limite lorsque z —+ 6 suivant 
un certain chemin non tangent entraine celle de la limite lorsque 
z— Ü suivant tout chemin non tangent. Ce résultat est faux pour 

= 1: la fonction f (z) — e-{/:* est bornée sur l'intersection du do- 
maine D = {2€ C:r<y?} avec M = {y = 0}, tend vers O0 lors- 
que z —+ 0 suivant l’axe réel, mais n’est pas bornée lorsque z — 0 
suivant la droite Arg z — 31/4. 

Les directions tangentes complexes jouent äans le théorème prou- 
vé un rôle positif (on peut les toucher à l’approche de la frontière 
en préservant la limite normale des fonctions) mais dans certains 
cas elles peuvent jouer un rôle négatif comme le montre l’exemple 
suivant dùü à E. Poletski. 


Exemple. La courbe complexe {x + z? — 1} €? est tangente 
à la sphère 9B = {|2, [? + |z, |? = 1} suivant la courbe + — 
— {zC0B:Imz, = Im, — 0} de dimension réelle 1 (c’est le cercle 
unité 2° + x? — 1 dans le sous-espace réel de C?). 

Aux points z € 0B la direction tangente complexe est définie 

— Ô = L 

par le vecteur u — 22 — Zi, et comme 2, et z. sont réels sur 
v, cette direction est confondue en tout point de y avec la direction 

Ô ) x ; ; 
Tin — 52 tangente à y. Donc y admet une direction tangente 


complexe en chacun de ses points. 
L'application f: B —+C? de composantes 


fi (z = 5° + 25, fs () = 2 (2? + z3 — 1) (5} 


et de jacobien J};(z) — 2z, (1 — z° — z?) est localement biholo- 
morphe dans B X {5 = 0}. En particulier, elle est biholomorphe 


*)\ Yu. Khouroumo v. Sur le théorème de Lindelôf dans C7. Dokl. 
AN SSSR, 1983, 273, 6, 1325-1328 (en russe). 
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dans un domaine strictement pseudo-convexe D € B, dont une 
portion de frontière est la partie de la sphère dB contenant une por- 


tion de courbe +. L'application f se prolonge par continuité à D et 
transforme en le point (1. 0) la portion de courbe y appartenant à 
0D. Certes, l’image f (D) = G ne peut être un domaine strictement. 
pseudo-convexe, car dans ce cas l’application réciproque f-! ne se- 


rait pas, en vertu du théorème 1 du n° 63, continue dans G et ne 
pourrait pas transformer le point (0, 1) en la courbe . 


Il est clair que les frontières de domaines non strictement pseudo- 
convexes peuvent contenir des courbes complexes qui sont transfor- 
mées en un point par des applications biholomorphes. L'exemple cité 
montre que sur les frontières de domaines strictement pseudo-con- 
vexes les courbes qui suivent les directions tangentes complexes 
peuvent posséder les mêmes propriétés négatives. Donc les propriétés 
frontières des applications biholomorphes de domaines de l’espace 
se distinguent fondamentalement des propriétés des applications con- 
formes de domaines du plan. 


66. Théorèmes d’unicité et de prolongement. Commençons par une 
définition: soit donné un domaine D € €"; on dit qu’un ensemble 


M © D est un ensemble d'unicité si pour toute fonction f holomorphe 
dans D et continue dans D [J M, la condition f | — 0 entraîne 
jf = 0. La condition f € C (D MN Mest visiblement essentielle dans 
le seul cas où M f 0D 5 G. 

Des exemples élémentaires d’ensembles d’unicité intérieurs sont 
les sous-ensembles ouverts non vides d’un domaine ou leurs inter- 
sections avec un sous-espace réel (n° 5). Ces exemples sont générali- 
sés par le 


Théorème 1. Toute variété génératrice M € D est un ensemble 
d'unicité. 

> Puisque les zéros d'une fonction holomorphe non identique- 
ment nulle forment un ensemble analytique de codimension 1, il 
suffit de montrer que M ne peut appartenir à un tel ensemble. Sup- 
posons par absurde que M€ À, codim À — 1; si z € M est un 
point régulier de À. alors T. (M) € T. (A) et ce dernier est un hy- 
perplan complexe. Or ceci n’a pas lieu pour les variétés génératrices 
(cf. n° 17), donc À ne peut être entièrement contenu dans l’ensem- 
ble À° des points critiques de À. L'ensemble À° est aussi analytique, 
mais de codimension # => 2. En reprenant le raisonnement ci-dessus 
on trouve que / doit appartenir à l’ensemble des points critiques de 
l’ensemble À°, i.e. à un ensemble analytique de codimension k, > 3. 
En poursuivant cette procédure on finira par établir que M doit 
appartenir à un ensemble de codimension réelle inférieure à dim A1. 
Ce qui est contradictoire. < 
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Passons aux ensembles frontières et expliquons tout d’abord 
comment il faut comprendre les conditions de Cauchy — Riemann 
tangentielles sur la frontière d'un domaine si la fonction f n’est que 
continue sur cette frontière. Considérons la situation plus générale 
d'une CR-variété arbitraire M € C", dimRrM =7r, dim crM — 
— l> 0.]lest évident que 21< r:si21 =r,ona TE (M) = Te (M) 
pour tout point & € M et la variété M est complexe d’après le théo- 
rème de Levi-Civita du n° 17. 

Comme indiqué au n° 64, les champs de vecteurs communs sur M 
possèdent la structure suivante : il existe / champs de vecteurs de ba- 
se complexes Z;, ! anticomplexes Z; et si 21 <r, encore r — 21 
champs de base réels X;. De ce fait, la restriction à T} (M) d'une 
(Il, m)-forme différentielle, où m = r — L1=> l, admettra, en chaque 
point de A], L différentielles suivant les directions de Z; et Z; et 
m — L différentielles suivant les directions de X,. La restriction 
d'une (1, m — 1)-forme est la somme de formes dans chacune des- 
quelles est omise une des différentielles suivant les directions de Z,;. 

Désignons par ZP.4(M) l’ensemble des (p, g)-formes différen- 
tielles à coefficients de classe C” dans un voisinage de M. Pour toute 
CR-fonction on a alors 


Œalr=0, Vaegm-n, (1) 


En effet, puisque d’après ce qui a été dit plus haut & |}, est compo- 
sée de termes contenant les différentielles suivant toutes les direc- 
tions des bases, hormis Z,, dans le produit de 0f par cette forme il ne 
faut tenir compte que des seules dérivées de f prises dans Îles direc- 
tions omises. Or les conditions de Cauchy — Riemann tangentielles 
sur M signifient que Z; (f) = 0 pour tout j = 1, ..., L (cf. n° 31), 
donc on a (4). 

Réciproquement, si la condition (1) est remplie, on peut du fait 
que la forme «& est arbitraire conclure que Z; (f) = 0 pour tout j = 
— 4, ..., d, i.e. f est une CR-fonction sur M. Donc la relation (1) 
est une forme des conditions de Cauchy — Riemann tangentielles. 
Il est évident que dans cette condition l’ensemble PRO CM) 
peut être remplacé par l’ensemble Z(t:"-1) (W) des formes à sup- 
port borné de 3% "7! (M), i.e. des formes dont les coefficients sont 
identiquement nuls dans un voisinage de OM (ce voisinage varie 
avec chaque forme). 

En se servant de la théorie des distributions, on peut modifier 
la condition (1) de telle sorte qu’elle s'applique à toute fonction 
continue (et même seulement localement intégrable sur M). Pour 
cela, en se limitant tout d’abord aux fonctions f € C' (M), on remar- 


quera que 0 (fa)1 = O pour tout & € 0 (M) car fala con- 
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tient toutes les différentielles suivant les directions Z;. On a donc 
d (fa) = 9 (fa) = df | « + f da sur M et d’après le théorème de 
Stokes 


\ of Aa= | fa — | f0a = —\ f0a, 


M 0M M M 


pourvu que & € Z{:m-1) (M), i.e. que « = 0 sur 0M. 
Pour cette raison on dit que f satisfait aux conditions faibles de 
Cauchy — Riemann sur M si elle est localement intégrable sur M et 


| f0a=0 Vae ir m1 (M). (2) 
M 


Revenons aux ensembles d’unicité frontières pour rappeler qu'est 
tel toute sous-variété (27 — 1)-dimensionnelle M de la frontière 
d’un domaine D € C” (on prouve ceci à l’aide de la restriction de f 
à des droites complexes coupant M, cf. n° 65). Parmi les sous-va- 
riétés de 0D de dimension plus petite certaines sont des ensembles 
d'unicité, d'autres, pas (le squelette du bidisque unité U? est un en- 
semble d’unicité, mais {z € OU?: z, — 1} ne l’est pas, bien que ces 
deux ensembles soient des variétés de dimension réelle 2). On a le 
théorème d'unicité frontière suivant. 


Théorème 2. Soient D € C" un domaine dont la frontière est de 
classe C*, et M une sous-variété de 0D de classe C* aussi. Si M est une 
variété génératrice, elle est ensemble d’unicité. 

Ce théorème a été prouvé en 1974 par S. Pintchouk ; à défaut de 
démonstration *) indiquons seulement qu'elle est basée sur le fait 
qu'on colle à M des disques holomorphes appartenant au domaine D 
et à l’aide de ces disques on construit une vatiété génératrice 
M © D sur laquelle la fonction est nulle. Reste ensuite à se servir 
du théorème 1. 


% 1. Montrer qu'une C!-variété de C” de codimension réelle 2 
qui n’est génératrice en aucun point est une hypersurface complexe. 
[Nota: se servir du théorème de Levi-Civita du n° 17.] 

2. Soit D € C”, 9D E C?, un domaine ne contenant pas d’hy- 
persurfaces complexes (D est par exemple strictement pseudo-con- 
vexe). Montrer que toute C*-sous-variété M € 0D, dim rM—2n—2, 
est un ensemble d’unicité. [Nota: se servir de 1 et du théo- 
rème 2.] 


*) S Pintchouk. Théorème frontiere d'unicité pour les fonctions 
holomorphes de plusieurs variables. Mat. zam., 1974, 15, 2 (en russe). 

La démonstration de ce théorème est basée sur d’autres idées, cf. R. Aïra - 
petianetG. Henkine. Prolongement analytique de CR-fonctions à l’aide 
de l’edge of the wedge. Dokl. AN SSSR, 1981, 259, 4, 777-781 (en russe). 
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Le théorème d'’unicité frontière se généralise aussi aux applica- 
tions holomorphes. Soient D & C" un domaine à frontière diffé- 
rentiable, £ € 0D une variété génératrice, f: D — C" une appli- 
cation holomorphe dans D et continue dans D. Si M — f (E) est un 
ensemble fin (en ce sens qu’il existe une fonction u = — plurisub- 
harmonique dans un voisinage de M et telle que u |y = —), alors 
f est une application dégénérée, i.e. f (D) ne contient pas de points 
intérieurs *). 

Arrêtons-nous en conclusion sur une généralisation du célèbre théo- 
rème de l’edge of the wedge, proposée par S. Pintchouk **). Ce théo- 
rème a été prouvé en 1956 par N. Bogolioubov et possède d’impor- 
tantes applications en analyse et en physique mathématique. 

Formulons le résultat de Pintchouk sous une forme simplifiée. 
Soient données dans un domaine DC" n fonctions réelles 
p; € C* (D) telles que sur l’ensemble 


M = {2ED: m(z) =... —= ph (2) = 0}, (3) 


qui est supposé non vide, l’on ait dm, À. . .A\dp, = 0: ceci exprime 
que S; = {2€ D: p,(z) = 0} se coupent génériquement et leur in- 
tersection M est une variété de dimension réelle 7. 


Théorème 3. Si une variété M est génératrice et si des fonctions 
-f* et f- holomorphes respectivement dans les domaines 


+= {ED:m(2)>0,..., pr (2 > 0}, 
= {2ED: p (2) <O0, ..., Pn (2) <L 0} 


se prolongent par continuité à M et f* [x = f" |w, alors f* etf” se 
prolongent en une fonction f holomorphe dans un voisinage de M. 


(4) 


> Bornons-nous au cas où #7 —2 et soient U; = {2€ D: 
p(>0}, VU; = {2€ D: p;(2) <0}, j =1, 2; supposons de 
plus que f* se prolongent à D* en des fonctions de classe C!. Les do- 
maines U., et U,, forment un recouvrement ouvert de DK M. Po- 
Sons Rje = ft, Ro = —f", ho = ha = 0. Puisque U;, =uU,n" 
NU: = D*, Uno = U_ AU, = D7 et qu'il n'existe pas de 
triples intersections (fig. 58), alors {hkcp}, à, B — +1, +2, est un 
cocycle holomorphe (cf. n° 44). Supposons tout d’abord que le pro- 
blème de Cousin aa admet une solution, i.e. il existe 
des fonctions h, € © (VU) telles que kg — kg — h, ou, de façon 


*) A. Sadoullae v. Théorème frontière d’unicité dans C7. Mat. sb., 
1976, 101 (8). 4, 568-583 (en russe). 
**) S. Pin tchou k. Théorème de l' edge of the wedge de Bogolioubov 
pour les variétés génératrices. Mat. sb., 1974, 94, 468-482 (en russe). 
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plus détaillée, 
f* =hya = ho —h, 
F = hi =h;—h, 
O=h 2 =h —h, (5) 
O—=hR_y9 =ho —h. 
Des deux dernières équations on déduit que les fonctions 
h, dans U,, h, dans U,, 
8 E dans U., 82— LE dans U., (6) 
sont holomorphes respectivement dans U, U U_, et U, U U.. 
L'intersection OU, MN ôU_, = OU, N ôU_, = M ne peut être 


complexe, car par hypothèse c’est une variété génératrice de codi- 
mension réelle 2 (cf. exercice de la page 401). D’après le théorème de 


Fig. 59 


l’arête plongée du n° 42 il s'ensuit de là que g, et g, se prolongent 
holomorphiquement à un voisinage de M, pour fixer les idées aux 
domaines désignés par G, et G. sur la figure 59. La fonction g, — g, 
est alors holomorphe dans l'intersection G; f\G, qui contient un 
voisinage de M et comme on le voit sur (5) et (6) cette fonction est 
égale à f* dans U,, = D* et à f- dans U_,_, = D}. Elle nous donne 
donc le prolongement holomorphe cherché de f. 

Reste à prouver que le cocycle holomorphe {k.,} est un cobord, 
i.e. qu'il se résout par des fonctions holomorphes (cf. n° 44). Pour 
faire cette démonstration on suivra la même marche qu’au chapi- 
tre IV, sauf qu'on travaillera sur des distributions *). Remarquons 
tout d’abord que le cocycle se résout par des fonctions holomorphes 


*) A propos des résultats de la théorie des distributions utilisés dans la 
suite, voir l’ouvrage de Hüôrmander cité à la page 253. 


26* 


404 QUELQUES QUESTIONS DE THÉORIE GEOMETRIQUE (CH. V 


par morceaux: on peut poser 


h,2 = é dans U,» ras —f dans UÜU_,, 7 
2= 10 dansU… 710 dans U,,,  () 
et les autres f, — 0, alors hk;a = fa — f,, Rhi-a = f_o — 1, et ainsi 


de suite. L'écart de ces fonctions par rapport aux fonctions holo- 
morphes est défini par leurs dérivées distributionnelles par rapport 


à z,. Par exemple, si € C® (U,) est une fonction fondamentale, i.e. 
une nee de classe C” dont le support appartient proprement à 
U, êk ; 


Q= = DST) he 


(4 | < Eu 
7 _& 


— 2 42, /\ dz À dz,, 
Us 


où v, j—=1, 2et j5v (on se servi du en que dans C? 
l'élément réel de volume est (+ Ÿ dz À dz= —+dz A\dz), ou 


E= : v)=— A ( d (ki2Ÿ) À dz À dz;,= 


Uis 


| hub dz A dz; (8) 
SiNUs 


(on a utilisé la formule de Stokes *) et le fait que ÿ — 0 dans un 
voisinage de OU). 

Comme il fallait s’y attendre, le support de . est concentré 
ôzy 


sur S, A U:. On calcule de façon analogue la distribution — = ; 


son support est concentré sur S, fl] U_., mais l'orientation de FA 
est contraire de la précédente : 


ôf- —41)" — 

= > = ( h_, A1 dz À dz; (9) 
a SN Us 

(cf. fig. 58). Puisque l'intersection de S, N VU, et S, N U. est con- 

fondue avec M et que sur M on a par hypothèse hk,, = f* = f” — 

— —h_,_,, les formules (8) et (9) peuvent être regroupées en une 


*) Cette formule est valable ici en vertu de la condition imposée aux fonc- 
tions f*. 
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seule: pour toute fonction 1 € Co (D) 


Per D = — A À hpdz À d3s, n—| 


Si 


h sur SN U; ; 
—h_. sur S, NU, 
(10) 
les restrictions de p, et U,2 étant confondues respectivement avec 
les dérivées distributionnelles 242. 


Zv 
Donc sur D est globalement définie la forme différentielle w — 
= pd, + p.dz. dont les coefficients sont des distributions de sup- 


Lé æ e Ô 0 
ports concentrés sur S,. Montrons que w est fermée, i.e. = 
Z2 21 


= q au sens des distributions. En effet, pour toute ÿ € Co (D), 
on a 


a per ( (es Ad 
D 


=+ | (Pi = 
D 


)a A &= 


(ou 3-0 


et comme Ce (D), la formule (10) entraîne 
Zv 


— dp 2 + ph . 2 
@g, D=—r (A dr À dx rire dz A dZ, 


=—+ ( hôÿ A dz. 


Si 


Or h satisfait aux conditions de Cauchy — Riemann sur $S,, donc 
hôb = 0 (hp) et 0 (kb) A dz = d (kW) A dz = d (kw dz) et la formule 
de Stokes nous donne alors 


@, p=—+ (à (hpds)= — + ( hydz=0, 


Si 65: 


puisque Ÿ = 0 dans un voisinage de 0$,. Ce qui exprime que qg = 0 
au sens des distributions. 

L'assertion du théorème étant locale, on peut sans nuire à la gé- 
néralité admettre que D est un domaine d’holomorphie. Alors chaque 
forme à coefficients distributionnels fermée dans D est exacte, i.e. 


il existe dans D une distribution uw telle que du = © ou == 


2y 
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= py(v—=1, 2). Par construction p, [u,, —=— 


sant f+: — u = h;4;, on trouve que 


ee = he — p,=0 dans U,, = —— — p,=0 dans U.. 


02, 924 Zy = 


Mais la solution distributionnelle des équations de Cauchy — Rie- 
mann est une fonction holomorphe, donc h, € © (U.),h_, E O (U_.)- 
D'autre part, les supports des fonctions p, étant concentrés sur S;, 
la fonction w est holomorphe dans les domaines U,, et l’on peut 
poser k, = —u dans U, et h_, — —u dans U.,. Il est aisé de voir 
maintenant que hop — hs — h, pour tous a, Bf = Æi, i.e. {he} 
est un cobord holomorphe. < 


Remarquons qu'aussi bien dans la formulation générale du théo- 
rème de Pintchouk que dans le théorème de l’edge of the wedge, nous 
admettons seulement que les fonctions f+ possèdent sur M des valeurs 
limites au sens des distributions et que ces valeurs sont confondues 
au sens des distributions. La condition que la variété M est généra- 
trice est essentielle : si par exemple M appartient à une hypersurface 
complexe, il existe des fonctions f+ € © (D+) nulles sur M mais ne 
se prolongeant pas en une même fonction holomorphe à un voisinage 
de M. 

Le théorème classique de l’edge of the wedge se déduit du théorè- 
me 2 dans le cas particulier où M est un domaine du sous-espace réel 
R'" de C”". Dans ce théorème on estime en plus le domaine auquel se 
prolongent les fonctions +. 

Au théorème de l’edge of the wedge s'apparente le problème du 
saut : une fonction f est définie sur une hypersurface réelle S parta- 
geant un domaine D & C" en deux parties D* et D”; on demande de 
représenter f par une différence 


f=h —h (11) 


des valeurs frontières de fonctions holomorphes respectivement dans 
les domaines D. Ceci étant, la fonction f ne peut être que locale- 
ment intégrable et les valeurs frontières, comprises au sens des dis- 
tributions. La solution du problème du saut dans la position géné- 
rale a été acquise par E. Tchirka *). 

I1 est aisé d'établir une condition nécessaire d'existence d'une 
solution de ce problème: la fonction f doit satisfaire sur S aux 
conditions faibles de Cauchy — Riemann, i.e. la relation (2) avec 
l=netm = n — 1 doit être vérifiée sur S. Tchirka a prouvé que 


*) E. Tchirka. Représentation analytique des CR-fonctions. Mat. sb., 
1975, 98 ‘40, 4, 591-623 (en russe). 
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cette condition est suffisante pour l’existence d’une solution locale; 
pour que ce problème dans sa forme complète admette une solution, 
il faut exiger de plus que le premier groupe de cohomologie à coeffi- 
<ients holomorphes soit trivial, i.e. H1(D, ®) —0. En imposant 
diverses conditions à la surface S et à la fonction f, Tchirka a prouvé 
que la solution du problème possédait les propriétés frontières cor- 
respondantes. Par exemple, si SE C* et fEC*(S), k>1, alors 
h. € C*"® (D) pour tout e > 0 et la condition (11) est remplie au 
sens ordinaire. 


Le théorème du saut a trouvé application dans nombre de problè- 
mes d’analyse complexe. 


Exercices 


1. Soient D un domaine de C' et X € D. Montrer que toute ap- 
plication holomorphe f: D — K possède un point fixe et un seul. 

2. Montrer que si une suite d'applications biholomorphes f" de 
D sur G, où D et G sont des domaines bornés de C”, converge unifor- 
mément sur des sous-ensembles compacts de D, alors l'application 
limite f soit sera biholomorphe, soit appliquera D sur un ensemble 
analytique appartenant à 0D. 

3. Si une suite d'applications biholomorphes fv: D — DY con- 
verge uniformément sur des sous-ensembles compacts de D, l’appli- 
<ation limite f soit est biholomorphe, soit est dégénérée en ce sens 
que le jacobien J,(z) = 0 dans D. 

4. Soient D un domaine borné dans C”" et X un compact de D. 
L'ensemble de tous les automorphismes œq dans D tels que (a) EX, 
où a est un point fixe de D, est alors un compact de l’espace 
© (D, D) muni de la topologie de convergence uniforme sur des sous- 
ensembles de 2. 

5. Si , et æ, sont des applications holomorphes dans un domaine 
D et q = p, + p, un automorphisme dans D, alors , et p, sont aus- 
si des automorphismes. 

6. On dit qu'un domaine D & C” est homogène si pour tout couple 
de points a, bE D il existe un automorphisme f € Aut D tel que 
f (a) = b. Montrer que tout domaine homogène borné est un domaine 
d'holomorphie. 

7. On dit que le groupe l des automorphismes @ d'un domaine 
D & C“ est discret si l’ensemble des images o (z) d’un point fixe 
z E D par tous les ® El ne possède pas de point d'accumulation 
dans D. Montrer que pour tout groupe d’automorphismes discret F 


de D la série >» 1Jo P, où J, est le jacobien de l'application , 
qEr 


converge uniformément sur tout compact de D. | 
8. Soient l le groupe d’automorphismes discret d'un domaine 
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D & C'et DIT l’ensemble des classes d'équivalence modulo la rela- 
tion suivante: 


z' = z" s’il existe un € T tel que œ (z’) = z”. 


Si le domaine D est borné et l’ensemble D/T compact, alors D 
est un domaine d’holomorphie. 

9. Pour que le cône tubulaire T — X X R” (y), où Æ est un cô- 
ne de R” (x) de sommet x = 0, soit biholomorphiquement équivalent 
à un domaine borné, il est nécessaire et suffisant que X ne contienne 
pas de droites. 

10. Pour qu’un domaine tubulaire holomorphe soit biholomorphi- 
quement équivalent à un domaine borné, il est nécessaire et suffi- 
sant que sa base ne contienne aucune droite. 

11. Soient D et G des domaines de C”,n > 1, à frontières diffé- 
rentiables. Montrer que si D est strictement pseudo-convexe et qu’en 
un point de 6G la forme de Levi possède une valeur propre stricte- 
ment négative, alors D et G ne peuvent être biholomorphiquement 
équivalents. 

12. Montrer qu'il n'existe pas d'applications propres holomor- 
phes d’un bidisque U*? sur une boule B” avec r quelconque et, récipro- 
quement, d’une boule B” sur un bidisque U*. 

13. Soit f: U — B", f (0) — 0, une immersion holomorphe du 
disque U — {| & | < 1} dans une boule B”. Si la restriction à f (U) 
de la métrique de Bergman de PB" est confondue avec la métrique de 
Lobatchevski induite sur U par cette immersion, alors f (U)est l’in- 
tersection de B" avec une droite complexe / passant par 0. 

14. Montrer que sur toute variété hyperbolique A7 la métrique 
de Kobayashi induit une topologie sur M, i.e. un ensemble de boules 
de Kobayashi forme une base d’ensembles ouverts sur M muni de la 
topologie ordinaire. 

145. Montrer que l’ensemble M déduit de C*° par excision des 
droites complexes {z, — O0}, {z, — 1}, {22 = 0} et {z, — z.} est 
hyperbolique. 

16. Si des fonctions entières f et g d’une seule variable satisfont 
à l'identité f" + g" = 1, où m et n sont des entiers tels que 1/m + 
+ 4/n <1, alors f et g sont constantes. [Nota: montrer que la 
courbe {7% + z% — 1} € C? est une variété hyperbolique.] 

17. (A. Abrossimov). Soient S == {(z, w) € C*: w=t+iq(z)} une 
sphère de Poincaré et Z — _ + a+ l'opérateur de Cauchy — 


Riemann tangentiel sur $S. Montrer que si une CR-fonction diffé- 
rentiable f vérifie l'identité Z"*1 (f) — 0 sur S, il existe un polynô- 
me P,enzet w de degré n tel que f = P, ls. 


ANNEXE 
THÉORIE COMPLEXE DU POTENTIEL 


On passe en revue quelques sujets complétant l'exposé principal. 
Ces sujets portent essentiellement sur des généralisations multidi- 
mensionnelles des fonctions harmoniques, liées à la structure comple- 
xe de l'espace C”. 


1. Mesure plurisubharmonique. La mesure harmonique d'un sous- 
ensemble E de l’adhérence d’un domaine D & € joue un rôle impor- 
tant dans de nombreux problèmes de théorie des fonctions d’une va- 
riable complexe. On appelle mesure harmonique une fonction w,(z. E) 
qui en chaque point z est égale à la borne supérieure des valeurs pri- 
ses en : par des fonctions uv appartenant à la classe sh (D) des fonc- 
tions subharmoniques dans D qui sont négatives dans D et inférieures 


à —1 sur E. La fonction w, (z, E) est harmonique dans D X E (ce 
qui explique sa dénomination). (Remarquons que la fonction w, 
s'exprime au moyen de la fonction classique w par la formule 
© h =1—w: ceci est dû au fait que l'on préfère avoir affaire aux 
fonctions subharmoniques et non superharmoniques.) 

Le passage aux domaines D € C”, n > 1, implique de rempla- 
cer tout naturellement la classe sh (D) par la classe psh (D) des 
fonctions plurisubharmoniques dans D : 


© p (z, E) = sup {u (z):u Epsh (D), u KO, u [LL —1}. (1) 
Cependant pour » >> 1, dans le cas général elle n’est ni harmonique, 
ni même semi-continue supérieurement. C'est pourquoi on considère 
à la place de w, sa régularisée supérieure 

WD(z, E) = lim supo,(z’, E), (2) 
z'—2 
qui, elle, est semi-continue supérieurement, donc plurisubharmoni- 
que dans D X E. Cette fonction est dite mesure plurisubharmonique 
ou, plus brièvement, p-mesure de l’ensemble Æ par rapport au 
domaine D *). 


*) Cf. article de A. Sadoullaev Mesures plurisubharmoniques et 
capacités sur des variétés complexes. Uspekhi mat. naouk, 1981, 36, 4, 53-105, 
ainsi que notre ouvrage cité à la page 371. 
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L'opération de régularisation peut donner lieu à des sauts en 
certains points de Æ même si la fonction non régularisée w, est 


égale à —1 sur £. On dit qu’un ensemble fermé £ & D est pluriré- 
gulier si ces sauts n'ont pas lieu, i.e. wÿ |£ = —1. Le domaine D 
s'appelle fortement pseudo-convere s’il est borné et si sa fonction dé- 


terminante appartient à la classe C (D) N psh (D). V. Zakharuta a 
prouvé en 1976 que si le domaine D est fortement pseudo-convexe et 
E € D est un ensemble plurirégulier, alors la fonction w% (z, £) 
est continue dans D. 

Alors que pour nr = 1 la fonction w, est solution de l'équation 
de Laplace dans D KE, son analogue multidimensionnel w est 
lié avec une équation non linéaire aux dérivées partielles: l’équa- 
tion de Monge — Ampère complexe. C’est justement cette équation 
qui se présente dans de nombreux problèmes comme l’analogue mul- 
tidimensionnel naturel de l'équation de Laplace et quireflète (con- 
trairement à l'équation de Laplace multidimensionnelle) la structure 
complexe de C”. 

Pour les fonctions de classe C* dans un domaine D & C” l'opé- 
rateur de Monge — Ampère complexe est défini comme la n-ième 


puissance extérieure de l'opérateur dd° — + 00 (cf. n° 18): 


: 92 + : 
(ddcu)"= n ! det ( 6 = ] il EI ds; À d£y (3) 


et l'équation complexe de Monge — ne dans C” s'écrit *) 
] = (. (4) 


Pour r — 1 cette équation est confondue avec celle de Laplace. 

Si u est une fonction plurisubharmonique de classe C?, alors 
dde u > 0 (cf. n° 38). En se servant de la théorie des courants posi- 
tifs Bedford et Taylor **) ont déterminé l'opérateur de Monge — Am- 
père au sens des distributions pour des fonctions continues arbitraires 
et même pour des fonctions plurisubharmoniques localement bornées. 

Le problème de Dirichlet pour l'équation de Monge — Ampère 
dans D & C” consiste à trouver une solution prenant des valeurs 
données œ sur 0D. Pour r = 1 on peut résoudre ce problème à l'aide 
de la méthode de Perron. Généralisons cette méthode à un domaine 


(ddcu)"—=0> det (— à A 
#} 


+) an appelle équation réelle de Monge — Ampère dans D € R' l'équation 


det ms 0: « cette équation est très importante en géométrie. 
YE. Bedford, B. A. Taylor. The Dirichlet problem for a complexe 
Monge — Ampère equation. Invent. Math., 1976, 37, 1-44. 
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DEC", n> 1. Soit 
© (z) = sup {u (2): u € psh (D), u bp K y)} (5) 


la régularisée supérieure &* (z) = ue sup © (z') € psh (D). Si D 


est strictement pseudo-convexe et EC (0D), Bedford et Tay- 
lor ont prouvé que w* est une solution distributionnelle du problème 
de _irichlet. 

Ces mêmes auteurs ont prouvé la propriété de maximalité des 
solutions plurisubharmoniques continues des équations de Monge— 
Ampère: si u € C (D) est une telle solution et v € psh (D) NC (D) 
une fonction arbitraire, alors 


ulop > v lon = u(z) > v(z), 5 € D. (6) 


Dans les conditions posées plus haut, cette propriété assure de 
toute évidence l’unicité de la solution du problème de Dirichlet 
pour l’équation de Monge — Ampère. 


Théorème 1. Si D est un domaine pseudo-convexe et E & D un en- 
semble plurirégulier, la p-mesure wD (z, E) est partout dans D KE 
solution continue de l'équation de Monge — Ampère. 


»> Soient BE D X E une boule arbitraire, u, la solution du 
problème de Dirichlet (ddtu)® =0, u lp — ©D lag; dans les 
conditions posées w3 € C (D) et ce problème admet une solution 
continte dans B. En vertu de la propriété de maximalité (6) on a 
up (2) > wD(z, E) partout dans B. Donc la fonction 


v (2) -{ (2), £ € B, 
: WDp(z, E), zEDXBE 


est de classe psh (D) en tant qu'enveloppe supérieure de deux fonc- 
tions plurisubharmoniques. Elle est négative dans D (car elle ne 
pourrait prendre des valeurs strictement positives que dans B et 
elle y atteindrait alors un maximum, ce qui contredirait sa pluri- 
subharmonicité) et égale à —1 sur Æ. Donc par définition de la p-me- 
sure v (2) < wp (z, E) dans D et, en particulier, u 3 (2) < wD (z, E) 
dans B. En combinant avec l'inégalité contraire obtenue plus haut 
on trouve que wDp est confondue dans B avec la solution de l’équa- 
tion de Monge — Ampère. 


Remarque. On voit sur cette démonstration que toute fonction 
plurisubharmonique continue dans un domaine D possédant la 
propriété de maximalité dans des sous-domaines G € D est une 
solution distributionnelle de l'équation de Monge — Ampère dans D. 
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Mettons en évidence le lien existant entre une p-mesure et les 
ensembles fins de D (cf. page 402). Ces ensembles sont dits pluripo- 
laires. D'après le principe du maximum la p-mesure wp(z, E) soit 
ne s’annule en aucun point de D, soit est identiquement nulle. 
A. Sadoullaev a prouvé (cf. note de la page 409) que le dernier cas 
caractérise les ensembles pluripolaires. 


Théorème 2. Si un domaine D est fortement pseudo-convexe, un 
ensemble E € D est pluripolaire si et seulement si wi (z; E) =. 
Signalons encore une généralisation du théorème des deux cons- 
tantes, qui découle simplement de la définition de la p-mesure. 


Théorème 3. Soit u une fonction plurisubharmonique dans un do- 


maine D & €". Siu< m sur un ensemble E € D'etu< M partout 
dans D, alors pour tout 2€ D 


u (2) < M (1 + ob(z, E)) — mob(z, E). ‘ * (7) 


Pour les autres applications de la p-mesure cf. par exemple 
l’ouvrage de l'auteur cité à la page 371. 


2. Fonction de Green invariante. La fonction de Green d’un do- 
maine D & Cest la solution fondamentale de l'équation de Laplace 
avec une singularité de type In |z — w | en un point fixe w ED, 
nulle sur 0D. Décrivons la généralisation multidimensionnelle pro- 
posée par E. Poletski et qui reflète la structure complexe de C”. 
Le rôle de l'équation de Laplace incombe encore à l'équation de 
Monge — Ampère complexe. 

Dans un domaine D € C" fixons deux points distincts z et w 
et considérons une application holomorphe f du disque unité UC 
dans D telle que f (0) = z et posons 


nue > Hill, (1) 


où la somme est prise sur toutes les images réciproques &, € U du 
point w et k, est la multiplicité de f au point &, (cf. exercice 1 du 
chapitre 111); si ces images réciproques n'existent pas, on convient 
que u; —=0. Appelons fonction de Green invariante du domaine D 
avec une singularité en w la fonction 


£&n(z, w) = infu;(z, w), (2) 


où la borne inférieure est prise sur toutes les applications holomorphes 
{:U— D, f (0) = z. 

Il est évident que g, (z, w) > 0 et dans un voisinage de w on a 
pour les domaines bornés g, (z, w) = In |z — w | + O (1), où O (1) 
est une fonction bornée. Il est évident aussi que g, est invariante 
par toute application biholomorphe, ce qui justifie son appellation. 
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La démonstration des résultats suivants figure dans l’article Mé- 
triques invariantes de E. Poletski et B. Chabat, publié dans la série 
Problèmes de mathématiques contemporains. Directions fondamentales, 
T. 9, M., VINITI, 1986 (en russe). 


Théorème 1. Pour tout w € D fixe la fonction g, est plurisubhar- 
monique en z dans D. 


Théorème 2. La fonction g, (z, w) peut être définie par la relation 
gn (2, w) = sup v,, (:), (3) 


où la borne supérieure est prise sur toutes les fonctions v,, € psh (D) 
négatives dans D et de la forme 1n |z — w | + O (1) dans un voisinage 
du point wE D. 


Théorème 3. Si D € C'" est un domaine fortement pseudo-convexe, 
la fonction g, (z, w) vérifie l'équation de Monge — Ampère complexe 
par rapport à z dans D. 


Corollaire. Pour n = 1 la fonction g,(z, w) est confondue avec la 
Jonction de Green classique. 

La fonction de Green invariante est liée aux métriques invarian- 
tes de Carathéodory et de Kobayashi. Appelons fonction de Carathéo- 
dory dans un domaine D & C” la quantité 


c (2, w) = infln (1/17, (2) D, (4) 


où la borne inférieure est prise sur toutes les fonctions holomorphes 
lw: D + U, f, (w) = 0, et fonction de Kobayashi dans un domaine 


D la quantité 
k, (z, w) = sup (1/1 6 D), (5) 


où la borne supérieure est prise sur toutes les courbes holomorphes 
J:: U— D, f, (0) = z, et 6, l’image réciproque du point w € D X{w} 
de plus petit module. Ces fonctions sont reliées par une relation sim- 
ple respectivement avec la distance de Carathéodory c,(z, w) et la 


distance « à un maillon » de Kobayashi k (z, w) (cf. exercice de la 
page 348). 

Les fonctions c, et k, sont toutes deux symétriques par rapport à 
leurs arguments et semi-continues inférieurement par rapport à 
chacun d'eux. Pour les domaines bornés D elles sont toutes deux de 
la forme — In |z — w | + O (1) dans un voisinage de w. Il est aisé 
de voir que ces fonctions sont liées à la fonction de Green invariante 
par la double inégalité 


ki (z, w) < — 6 (z, L) < C1 (z, w). (6) 
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La fonction de Carathéodory c, (z, w) est plurisuperharmonique 
par rapport à chaque variable, l'autre étant fixe; la fonction de 
obayashi ne possède pas toujours cette propriété. Si la fonction 
k, (z, w) est plurisuperharmonique, alors —k, (z, w) € psh (D X D) 
et en vertu de (6) on a —k, (z, w) > g,(z, w) ; en tenant encore compte 
du fait que —X, présente une singularité du type voulu, on con- 
clut grâce au théorème 2 que k, (z, w) = —£g, (z, w). Si pour un do- 


maine Donac, = k,, alors k, = c,; d’après (6) ces fonctions sont 
confondues avec —g, et par suite sont plurisuperharmoniques et 
vérifient l'équation de Monge — Ampère. L. Lempert a prouvé (cf. 
uote de la page 377) que ces trois fonctions sont confondues pour tous 
les domaines géométriquement convexes D & C". 


3. Ensembles pseudo-concaves. On dit qu'un sous-ensemble fer- 
mé À d’un domaine D € C” est pseudo-concave si son complémentaire 
D\23 est pseudo-convexe. Suivant Tchirka, considérons quelques 
résultats relatifs à ces ensembles. Ces résultats gravitent autour du 
théorème de Hartogs sur l’analyticité de l’ensemble des singularités 
du n° 42. L'ensemble des singularités d'une fonction holomorphe 
étant pseudo-concave, le théorème de Ilartogs peut être formulé com- 
me suit: si un ensemble pseudo-concave 2 = {(z, w): z ED, 
w EC} est le graphe d'une fonction g, alors cette fonction est holo- 
morphe dans D. | 

Nous aurons besoin du principe de maximum local pour les fonc- 
tions plurisubharmoniques. 


Théorème 1. Soient Z un sous-ensemble concave d'un domaine 
D & C'et u € psh (D). Pour tout domaine G € D on a alors 


max U —= Max 4. (1) 
£NnG £nôG 
> Supposons que M — max u est atteint en un point inté- 


ENG no 
rieur 2 EG et que max u << M. Sans perdre en généralité on 


=n6G 

peut admettre que la cuion u est strictement plurisubharmonique 
et que le maximum est strict (cf. n° 38). L’hypersurface réelle 
S—{z€G: u(2}-=M} est située tout entière sauf le point z° à 
l'extérieur de ©. Puisque l’ensemble sur lequel u (2) > M n'est 
pas un domaine d’holomorphie, ilexiste une famille de disques holo- 
morphes S,, 0 << t-< 1, extérieurs à Z qui tendent vers le disque 
S, lorsque t —+ Oet de plus 6S, est extérieur à Z et S, 3 z°. D'après 
le principe de continuité (n° 36) le complémentaire de Z ne peut 
être un domaine d'holomorphie. < 


Supposons que 2 & D X C, où D & C'et de plus que la projec- 
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tion x: = —+ D est une application propre *). Pour z € D posons 
2.—={wEC:(z w) EZ}. 

Nous aurons besoin de la proposition suivante: une fonction 
œ > 0 semi-continue supérieurement dans D € C possède un loga- 
rithme subharmonique si le principe du maximum est valable pour 
|e” |, où p = p (z) est un polynôme quelconque. L'idée de la dé- 
monstration est basée sur le fait que si Re p + In @ possède cette 
propriété, il en sera de même de À + 1n @, où h est une fonction 


harmonique quelconque, et de là on déduit sans peine la subharmo- 
nicité de 1n . 


Lemme 1. Si D est un domaine de Cet ZE D X Cest un en- 
semble pseudo-concave et si u € psh (D X C), la fonction 


U(z) = ne u(z, w)Epsh (D). (2) 


> La semi-continuité supérieure de v étant évidente, il suffit 
de s’assurer que sa restriction à toute droite complexe / est subhar- 
monique dans { f\ D ; donc sans perdre en généralité on peut admettre 
que D & C. Il suffit de démontrer que le principe du maximum est 
valable pour la fonction |e’P |e”, où v est un polynôme quelconque. 
Soit U € D un disque et supposons que le maximum est atteint 


sur Ü en un point 2,: 
[eP(ze)] ev(ze) — max [eP(e) [eu (ze. w), 
0 


Or la fonction [eP)|e“.”) € psh (D XC) et l’ensemble Z est pseu- 
do-concave, donc en vertu du théorème 1 


|eP (ze) e® Go) L max max [eP G)]e" (G, %) = max |eP G)|ev (2) 
OU wEE, 2 OU 
et le principe du maximum est valable. 4 
De ce lemme on déduit par une récurrence sur k le 


Lemme 2. Soient D un domaine de C" et u(z, w), où z2E D et 
uw — (w,, ..., wx) € CF, une fonction plurisubharmonique dans 
D X Cùï Si Z<DXC est un ensemble pseudo-concave et 
Eh = ZX ... X Z,(k fois), la fonction 


v(z)= max u(z, w)E psh (D). (3) 

wesh 
. La généralisation du théorème de Hartogs a été obtenue par 
K. Oka en 1934 mais n’est devenue accessible qu'en 1962 grâce à 
un travail de T. Nishino. La démonstration de Nishino est basée 


*) On obtiendrait ceci par une transformation homographique en considé- 


rant l’intersection de Z & C"+*1 avec les droites complexes passant par un point 
fixe a E C'TINS, 
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sur le théorème, prouvé par lui, de plurisubharmonicité de la fonc- 
tion In diam Z,, où Z est un ensemble pseudo-concave. Nous 
proposons une variante plus forte de ce théorème dans laquelle le 
diamètre de l’ensemble Z _est remplacé par sa capacité. On rappelle 
que la capacité d’un ensemble fermé EC est par définition la quan- 
tité 
cap E= lim (max Il [&w, —w;| SR (4) 
R > 00 1<i<j<R 
où le maximum est pris sur toutes les dispositions des pointsw,, ... 
.., Un € E; la limite existe, car la suite envisagée est décroissante. 


Théorème 2. Si D est un domaine d C'eZ D XCun en- 
semble pseudo-concave, alors cap Z, est logarithmiquement plurisub- 
harmonique dans D. 


D Si w,, ..., w, sont des points distincts de Z., la fonction 
In I lu, —w, | = Z In |w, — w; |, où le produit et la somme sont 
pris sur toutes les collections 1 < i << j << k, est plurisubharmoni- 
que en w — (w,, ..., wx) dans CÀ#. En vertu du lemme 2 on a alors 


2 > 
(= max InI|w,—w,| € psh (D) (5) 
vez? 
pour tout À. Puisque In cap Z, — lim 6, (z) et 6, (z) décroissent 
k 


lorsque k croît, on en déduit que In cap Z2,Epsh(D). < 


En s'appuyant sur le théorème 2 on peut donner du théorème 
d'Oka une démonstration plus simple que celle de Nishino. 


Théorème 3. Soient D un domaine de C"et 2 C D X Cun en- 
semble pseudo-concave. Si pour tout z d’un ensemble non pluripolaire 
M ©GD la fibre Z, est composée d'un nombre fini de points. alors Z 
est un ensemble analytique. 


D Soit M, = {2€ M: card Z,< j}, où card désigne le cardi- 
nal. La suite M; est une suite strictement croissante d’ensembles 
épuisant M. D'après les propriétés de la p-mesure, l’un au moins de 
ces ensembles, par exemple M}, n’est pas pluripolaire. Alors la fonc- 
tion Ox+1 [m, — —© et comme elle est plurisubharmonique dans 
D et M, non pluripolaire, il s'ensuit que 6,4, (2) = —o dans D. 
On déduit de là que card Z, < k pour tout z € D et, en vertu du 
théorème de Hartogs (cf. page 258), que Z est un ensemble analyti- 
que. << 


Signalons enfin que A. Sadoullaev a trouvé, dans un cycle de 
travaux, d'importantes applications de la notion de pseudo-conca vi- 
té dans les problèmes d’approximation des fonctions de plusieurs 
variables complexes par des fonctions rationnelles. 
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